Problèmes aux limites de Laplace sur des systèmes de coordonnées curvilignes orthogonales, 
engendrant des surfaces de révolution 


Dés lors que l'équation de Laplace fut formalisée, les mathématiciens se sont intéressés à sa 
résolution. Ils ont notamment cherché à définir tous les systèmes de coordonnées permettant 
l'application de la méthode de séparation des variables introduite par Gabriel Lamé. Parmi ceux-ci 
figurent les systèmes de révolution qui ont fait l'objet d'une étude très attentive dès les travaux de 
A.Wangerin en 1875 « Reduction der Potentialgleichung für gewisse Rotationskôrper auf eine 
gewöhnliche Differentialgleichung > ainsi qu'en 1876 «Ueber ein dreifach orthogonales 
Flächensystem ». A.Wangerin introduit dans le premier article des systèmes de surfaces 
orthogonales engendrées par des fonctions elliptiques de Jacobi qui ont le bonheur de conduire à 
une séparation de l'équation de Laplace. Ces surfaces sont des cyclides de révolution. Je reproduit 
ici une étude que l'on peut retrouver en détail dans l'ouvrage de 1931 d'E.W.Hobson « The theory 
of spherical and ellipsoidal harmonics » en chapitre 10 « Harmonics for spaces bounded by surfaces 
of revolution ». On trouve également une étude similaire dans l'ouvrage de Louis Robin de 1959 
« Fonctions sphériques de Legendre et Fonctions Sphéroïdales » Tome lll, au chapitre 9 
« Applications des fonctions de Legendre aux surfaces de révolution, avec des systémes de 
coordonnées curvilignes orthogonales autre que les coordonnées sphériques ». Dans un article de 
René Lagrange « Les familles de surfaces de révolution qui possédent des harmoniques » Acta 
Mathematica 71, page 283, 1939, l'auteur réalise une étude compléte des surfaces de révolution 
pour lesquelles l'équation de Laplace est simplement séparable ou R-séparable. Cette étude est 
citée en note de bas de page dans l'ouvrage de Louis Robin , chapitre 9 page 180. Les résultats des 
travaux de René Lagrange sont également repris en exercice dans l'ouvrage des russes 
N.N.Lebedev et l.P.Skalskaya < Problems of Mathematical Physics >, Prentice Hall 1965 en exercices 
n°517 à 519, pages 248 et suivantes. La filiation de ces travaux depuis A.Wangerin en 1875 semble 
donc établie. Pour ce qui est des travaux de РМооп et D.E.Spencer de 1951 < Cylindrical and 
rotational coordinate systems » et 1953 « Some coordinate systems associated with elliptic 
functions », également repris dans leur ouvrage « Field Theory Handbook » la filiation aux travaux 
d' Albert Wangerin est également établie en paralléle, mais sans connexion directe avec les travaux 
précédents de René Lagrange eux-mémes repris par N.N.Lebedev dans un article introuvable de 
1937 «The functions associated with a ring of oval cross-section » Techn. Fiz USSR, 4, 3. 


Tout cela paraít bien lointain, mais pour ce qui est des systémes exotiques comme ceux définis par 
des fonctions elliptiques de Jacobi, ils trouvent notamment leur « application » théorique dans la 
physique des plasmas. Ces systémes ont recu le nom de « cyclidiques » du fait que les surfaces de 
révolution orthogonales sont des cyclides. Originellement en 1875, ils semblent avoir susciter les 
premières études des fonctions dites de Wangerin et de Heine. Dans les années 1930 E.G.C.Poole 
étudie un probléme électrostatique sur un systéme cyclidique à l'aide de fonctions de Lamé 
périodique et A.Erdelyi exhibe des solutions en fonctions de Lamé-Wangerin toujours pour le 
systéme de coordonnées « Flat-Ring introduit par E.G.C.Poole. En effectuant un grand saut dans le 
temps en 1975 et 1976, les travaux des japonais K.AIKAWAI et M.TAKAHARA dans les articles 
« Wangerin functions » et « Heine Functions » décrivent les solutions d'un probléme aux limites 
électrostatique de Laplace dans les systémes dénommés « Flat-Ring Cyclide » et « Bi-Cyclide » par 
P.Moon et D.E.Spencer. Ces fonctions dítes de Wangerin ou de Heine sont de la catégorie des 
fonctions de Heun. Encore un saut dans le temps en 2019, F.Crisanti, dans son article < Analytical 
solution of the Grad Shafranov equation in an elliptical prolate geometry », se place sous l'angle du 
systéme dénommé « Cap-Cyclide » pour l'étude analytique des solutions de l'équation de Laplace 
et de Grad Shafranov toutes deux séparables dans un tel systéme. De nos jours la résolution de ce 
type d'équations se place directement | dans le cadre général de l'équation de Heun. Le 


dénominateur commun de tous ses travaux c'est de trouver une géométrie plausible dans laquelle 
l'étude des phénomènes physiques, étant décrit par des équations aux dérivées partielles, s'en 
trouve simplifiée par une solution commode (la séparabilité). 


On introduit dans la littérature, des systèmes de coordonnées dont l'axe z est un axe de révolution 
en généralisant les coordonnées polaires ou axi-symétriques de la manière suivante : 
р= 4х +y? x+iy= ре 
p distance à Гахе z 
ф angle de révolution 
On dénomme z la hauteur et p le rayon de révolution. Ces deux variables du système de révolution 
sont définies par l'intermédiaire d'une fonction analytique du plan complexe, que l'on va 
dénommée fonction de révolution. Le plan complexe peut correspondre à l'un des plans à angle de 
révolution @= constant (ou azimutal), le plan où sont définies les méridiennes des iso-surfaces du 
système de coordonnées orthogonales : 
вр = f(n +10) z+ip = f(n -ie) 
fm +i0)= f(n-i0)= z- ip = fh "m Ei -i0)= f(n+10)= z- ip = f(n+i0) 
choix 1 choix 2 
L'analyticité de la fonction f entraîne que toutes les iso-surfaces de révolution n=Cste et ÿ=Cste 
sont orthogonales l'une de l'autre puisque : 
f(n+i0) analytique > f(n * i0)= z(n,0) i p(n.0) 
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Ce qui est la conditions d'orthogonalité des iso-surfaces (les vecteurs normaux des deux iso- 
surfaces sont perpendiculaires). 


Les trois nouvelles variables n, 9 et ф forment un système de coordonnées orthogonales car elles 
sont définies à l'aide de fonctions analytiques a priori quelconque du plan complexe. La rotation 
autour de l'axe z des courbes engendrée n=Cste ои 9=Сѕїе forment des surfaces de révolution. On a 
par ailleurs : 


fm +i0)+ f(n —i0) fm +i0)- f(n - ie) 


2 2i 


Avec le second choix : 


Z = 


f(a-i0)+ f(n + io) m fn -i0)- f( +10) 
2 2i 
Les éléments métriques s'écrivent : 
ах? + dy? = dp? + р’аф 
dz tidp = f'(n+i0\dn +140) dz Fidp = (п Fi0\dn xid0) 
= dz? + dp! = (п + i0)/'(n ат? + ae?) 
=> dx? + dy! + d£ = f'(n +i0)f'(n -i0)dn? + d0°)+ р?аф 


Remarque importante : si la fonction de révolution échange les coordonnées z et p, alors le produit 
suivant reste le méme .J'(n+i0)' (1-18), C'est le cas lorsque l'on opère une transformation de la 
fonction de révolution simple de multiplication par i (ou de rotation dans le plan complexe de z et 
p). Cette opération est utile pour trouver des systèmes de coordonnées orthogonales 
complémentaires par rotation autour de l'axe p et non de l'axe z. 


Le laplacien revêt la forme générale dans une métrique normalisée comme suit : 
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1 1 
ds? =g dn + 2,012 + 833015 = dm + dn * T3 dn; 
1 h, h; 
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ce qui donne ici : 
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L'équation de Laplace est donc équivalente à la forme : 
' H ' Ee 2 
e 1 | ó Eod Z 2 (2). Cane D Т 
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L'équation de Helmholtz а la forme suivante : 
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Avec le second choix, les expressions obtenues par substitution 9-> - 9 sont identiques. 


Séparabilité simple de l'équation de Helmholtz ou de l'équation de Laplace 


Déterminons des conditions particuliéres pour lesquelles l'équation de Helmholtz devient séparable 
et par suite l'équation de Laplace le sera pour k=0. 


Supposons que la solution T soit séparable en trois fonctions des coordonnées curvilignes : 
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Le terme en q doit étre constant dans la séparation, il vient donc : 
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L'équation de Helmholtz devient donc : 
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Supposons que 
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L'équation de Laplace quant à elle devient : 
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Avec le second choix de fonctions, on obtient également (changement 8-» - 9), les expressions sont 
presque identiques : 


f'(n -i0)f'(n +i0) "— 
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Equation de Helmholtz 
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Equation de Laplace 


PH) + eier +(4m*z.(n)-a)H(n)=0 


n 
Out tsp 


Résumons la recette pour trouver les équations simplement séparées des équations de Laplace 
et Helmholtz d'après la fonction de révolution : 
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R-Séparabilité de l'équation de Laplace 


Supposons maintenant que la solution soit R-Séparable de la forme : 


Т(п.Ө,ф) = R(n,0)U (1.0.9) = R(n,0)H (п )®(ө)Ф(ф) 
U (1.0.9) = Н(п)Ә(Ө)Ф(о) 


Il vient avec le premier choix de fonction analytique des variables п,9: 
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Ce qui donne : 
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Le terme en o doit être constant dans la séparation, il vient donc : 
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On retrouve l'expression lorsque la fonction R-Séparable égal à 1. 
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Revenons au cas général d'une fonction de R-Séparation non constante. Les conditions pour lesquelles 
l'équation est la somme d'équations différentielles de deuxiéme degré sont les suivantes : 
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Remarque importante sur les signes à vérifier lors des calculs d'identification 
des fonctions x, (n)+ Хә (0) 
Comme ^jp»0 et p? > 0 = anm x.(0)< 0 
et AMp=f'(n+i0)f'(n-i0)= f'(n+i0)f'(n-ie)>0 
et. (f(n-i6)- f(n- ie) <0 
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Pour la suite des calculs, il vient : 
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En substituant ces deux derniëres expressions, il vient : 
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Continuons ces calculs : 
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Les équations séparées deviennent alors : 
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On retrouve bien les équations différentielles séparées lorsque la fonction de R-Séparation est égal 
à 1: 
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(f'(7+10)- P(n- i8) _ 


Faid) Tei) T =F(n) 2r(n)= Fin) 
f(n+i0)- f(n -ie) 
(Poit) po). Sil k I 
Een = = = F,(9) 25(0)- F.(0) 
Fal (60) = 
d Aer poe Гап к(а) (аө) a ab glate) 2 4 RET 
p= Ve e = Log\p nfin) + 2 К, Xs 2 
50), (EO) 4,(0)- 0 
"Dal, sg am ci qq) E) 4 0 ai 
БСО, oo(0) F,(9) , F/(0) , dent 
2 4 


| oe "BET ze Hee "ii: 
| 


_ a | д 
E IR EH em y. (0)« 2je(0)- 0 


Avec le second choix de fonctions analytiques les expressions s'obtiennent par substitution 9->-9. 


Résumons la recette pour trouver les équations R-séparées de l'équation de Laplace d'après la 
fonction de révolution et la fonction de séparation : 


Supposons R(n,0) telle que pR°(n.0)= Jan Fim) 140») ауес р= fn + D) fi = 0 
i 


Par intégration calcul de Е(п) et F, (0) 


TE = iio) avec Mp ЕВ] Г(п+10)7 (1-10) 


òn 00 
f i0)f (n - ie) 


Supposons que 


Е: = x(n)+ 2: (0) 
` Out hs LH и 
7%) FP, ORO. lam -1j (0) m 244 t ont: 0 


Lorsque la fonction de séparation est définie comme l'inverse de la racine carrée du rayon p, alors 
la forme des équations R-Séparée s'en trouve simplifiée : 


Supposons R(n,0) telle que pR2?(n.0)=1= ет) 140) avec р= f = -i0) 
i 


Alors Е(п)=0 et F,(0)-0 


2 2 
A д д NS | 
Supposons que - Te = PAUE z (0) ауес Дур SR | d fi H ig)f (n i8) 
4p on 00 


rase bd Am £0 fan о 
= xi(n)+ x.\(9) alors 
(700 +10) f(n-i0) DIE: 22080) (дг 1} 6)-2je(6)- 


< 


Lorsque la fonction de séparation est une constante, soit 1, alors les fonction F1 et F2 sont 
déterminées complètement par la fonction de révolution, on est alors dans le cas de séparabilité 
simple de l'équation de Laplace : 


Supposons R(g,0)-1 => pR'(n,0)- p = e!" F )el40 (9) avec PA u) s Ди) 
(^n i0) fln - i6) Um i6) Pin - i6) 
о | ` (/(n+i6)- ET) 

J'+i0)f'(n-i0) _ À 

Gogo 0080) 


D ые Ada 


290) , r,(0) 20) , fam? 1), (5)«.2]o(g)- 


90? 00 


F(n)= et F,(6)=i 


Supposons que 


Alors 


Remarque : plusieurs fonctions de séparation sont donc possibles pour rendre R-séparable 


l'équation de Laplace. La plus belle illustration en est dans le système toroïdal où deux fonctions de 
séparation sont communément utilisées, dont l'une d'elle est effectivement l'inverse de la racine 
carrée du rayon de révolution. 


Équation différentielle des fonctions de révolution 


Dans un article de René Lagrange < Les familles de surfaces de révolution qui possëdent des 
harmoniques > Acta Mathematica 71, page 283, 1939, l'auteur démontre que les fonctions de 
révolution, pour lesquelles l'équation de Laplace est simplement séparable ou R-séparable, sont 
également solutions d'une équation différentielle non linéaire du second degré. 


Originellement dans cet article, R.Lagrange introduit le couple de fonctions de révolution 
2+ір= О(п +10) 2 ip =V(n i0) Ç =n+i09 . 
U(¿)= и) v(£)= uc) Nous prenons fC)= U(c)- V(c) 


conjuguées : 


Mais ici les deux fonctions conjuguées n'en forment plus qu'une. L'article donne la forme de 
l'équation différentielle que la fonction de révolution doit vérifier pour que l'équation de Lapalce 


soit séparable : (20) —artchbrtckertld rte où abcd et e doivent 


impérativement être des coefficients purement réels. 


Cette étude est citée en note de bas de page dans l'ouvrage de Louis Robin « Fonctions sphériques 
de Legendre et Fonctions Sphéroidales », chapitre IX page 180. Les résultats de ces travaux sont 
repris en exercice dans l'ouvrage des russes N.N.Lebedev et l.P.Skalskaya < Problems of 
Mathematical Physics », 1965 en exercices n°517 à 519 page 248 et suivantes. 


Une remarque importante sur les fonctions de révolution : si une fonction Hl est solution de 
l'équation alors la fonction yf(7) l'est également quand y est réel : 


29) =a (6) +76) s ?(6)+d /(&)+е 


Orro BO] - (84) = «ру, Peace 


Si y est purement imaginaire, alors posons y=i : 


sic) ine) (A81) - (LO) а) аена) е) 


dÇ dÇ 
Si b=d -0>( 20) - (28 =ag*(6)-cg?(6)+e 


La seule condition pour que la fonction transformée soit encore solution de l'équation différentielle 


avec des coefficients réels est que b=d=0, soit une fonction telle que : ( df (ë) | = òP ref) ve 
dg 


Si la transformation de la fonction consiste en sa conjugaison complexe et que la forme de la 
conjugaison complexe de la fonction f soit telle que : FE)= fZ) alors ce conjugué complexe est 


également solution d'une équation différentielle avec les mêmes coefficients et oà la fonction g est 
considérée formellement comme une fonction de ( : 


g(6)=70)=s(6)=#(g) (20) - g | - Е] («© ) а) +е Te 


ас dÇ dÇ ç 
ek авансна ее |) earth ek kd бе 


Alors l'équation différentielle se transforme comme suit et où la fonction g est également 
considérée formellement comme une fonction de ¿ 


0-70-20) - ©) - (250 ) (2 Ла N -ar MONORON 


(MO) неее вне [HL] аве) ане 


Si maintenant la fonction g(¿) est construite comme suit alors elle est solution de l'équation quand 
b=d=0 : 


> 0) =a S'(i6)+b S '(i6)+e s cd Рс) е ав" (6) +в" (6) св? (C) 148(6)+е 


Si b=d -os (4) - ag*(£)- cg? (C) e 


Ce dernier cas se produit notamment entre les systémes toroidale et Bi-Sphérique. 


Si enfin la fonction g(¿) est construite comme l'inverse de la fonction H alors elle est également 
solution de l'équation : 


1 .de(c) 1 df(c) | 21 df) 
RUNE UC а 


E: D = (GK ЕЗ С)+а (6) +св?(6)+ьв(6)+а 


Се type de transformation де fonction де révolution (parfois combinée avec Іа multiplication раг i) 
se produit dans tous les cas d'inversion, entre le systëme cylindrique et le cylindrique inversé, les 
systëmes sphéroidaux aplati et allongé et leur inverse. 


Différentes solutions de l'équation différentielle pour différents systëmes de coordonnées 


Pour le système cylindrique : a=b=c=d=0, ez0. L'équation s'écrit : 
2 
= = 1 
ОК keng гы) ai 
dá dá gel B =0 
Pour le système sphérique: a=b=d=e=0, c=1. L'équation s'écrit : 
rO) а), Ile 
KEE 
Pour le système sphéroidale allongé: a=b=d=0, е=-о?<0,с=1. L'équation s'écrit : 
2 
[LL] е) а = SE eroe cras LÒ JE = (0) аво) 
dec) _ Гзүсү ү dArcCosh(s(£) ` 1 dell. dArcCosh(g(c)) 
аб Ы 9) = dá lg? (z)-1 dá Е dá 
= ArcCosh(g(£)) = => e(c) = Cosh(£)= л) = aCosh(£) 
Pour le système sphéroïdale aplati: a=b=d=0, e=o?>0,c=1. L'équation s'écrit : 


20) = f'(c)- q? => 222 CAGE ==\//*(С)+а 


=ç 


=> 


=1 


dé qç 
ss LÒ (Pes e л) ав) pi sich) 
dArcSinh(g(¿ )) _ 1 de(c ) - dArcSinh(g(£ H Bi 

46 g(c)«1 46 de 


= ArcSinh(g(£)) =Ç = g(c)- Sinh(£)— (С) = eSinh(¿) 


Pour le système paraboloïdal: а=р=с=е=0, det L'équation s'écrit : 


KEE g-cl 


а) 1 PE) XIF) [с 
d; 2/7С) dé dé ==} > 6) 


Pour le système toroidal, l'équation s'écrit : 


1 1 2 (ж (сүү 1 1 2 1 
a PE b=d=0 c 7 е = 29) EET zs (C) y?) E = (r*(C)2a2 £*(C)*a*) 


dc = 2 4 4a? 
SE SS («e Pu (ға?) x 2 (29) | ' 
1 а) i асна ЁЗ) E f(c) 1209 =ia Coran Š J 


v 2 dc 2 
d( ©) I ] 
а 
Pour le système bipolaire sphérique ои bi-sphérique, l'équation s'écrit : 


MI are Mec (L) -- : — a leet Set PC)? 


4c? 2 4 


dá 4a? 2 4 
(HD) (о-о) аз) а e 
dá 4a? аб ` 2a a 
=> l CAES) Arecoranh( LD) SCH at A = iaCoran $) 
a 


Pour le système inverse sphéroidale allongé: L'équation s'écrit : 


d b=d=0 с=-1 е=0 
а 


(sy ETS 


d$ 


a dc) | а dec) a fı 
к s de FO de Or CO ` 


_ de(c) l 


T 1=-\/1- g? 

aç ` 8 A) SS 

=> g(6)=Cosl6)=> 7) 
Pour le système inverse sphéroïdale aplati: L'équation s'écrit : 

js b=d=0 с=-1 е=0 

[04 
[LL] = Dee re-i ro-ro Là si Ea 
dá a a 
= +1 
"ae ia dé). ol 
ZC С 4 séid 86) e) 


Хол 


= e(c)- Sin(¿)= f(c)- S 


Pour le systéme cardioide de révolution ou « parabolique inversé », l'équation s'écrit : 


a-0 posit c=d=e=0 
2a 


(soy. I p= 41). 2. де) TC) 


dé a dá 2a 
"TL а а) 1 а [а 
ГЄ)= л) 4 4€) & Va 28 CV 28%) 
G AB). Ao. E E Ne ma EECH 
4g (c) dc z Ag (c) dc 1 80) с 7) 26? 


Pour le système sphére-tangentielle de révolution ou cylindrique inversé > l'équation s'écrit : 


EE b= c=d=e=0 
(20) == ZE)-8 pq) 
є=+1 
& is GONG => im dec) та gel, | 
f(c)- " оо a a 


Pour les coordonnées du Limaçon rotationnel de René Lagrange, en partant de la solution connue 
on rétablit l'équation d'origine : 


Solution connue "LC = -aCoran? $) e(c) = SE) = Coran? 5 
a 


Cotan[ E.) 
De plus g'(£) = 2 e(c)- -Coran?( $) =1- 1 c Coran E.) = +iJe(¿) 


Ө 
2 


ас qç 
=[( ©) = luet - (о) зана) 
-(#©) L) 127) ar(6) = 70) -абошт $. a=0 b ` pcE dea SH 


Venons en aux coordonnées définies par des fonctions elliptiques de Jacobi (voir N.N.Lebedev et 
I.P Skalskaya < Problems of Mathematical Physics a 1965 en exercice №519 page 250) générant 
des systémes de surfaces de révolution orthogonales dénommées « cyclides » et dont les 
coordonnées induites générent un systéme oü l'équation de Laplace est séparable. C'est la raison 
pour laquelle ces systémes de coordonnées sont souvent appelés « cyclidiques » 


Avec la fonction ent a) : 


fe sea) => LÒ enle ajae a) (LO) анаан а) ies а.а) заза) 
(29) =( sn? (© а) a2sn2 (Ç a))- a?sn*(£)- (на? jn C) о) (ча? (Е) +1 


а=а? b=0 c (+=?) 4=0 e=1 
Avec la fonction cn(Ça) : 
FG)» oca) LÒ = sne ye a) (LO) саса) mesa) 
dn*(Ç,œ)=1-a2sn*(Ç ,aœ)=1-a?(1=cn?(Ç ,œ))= P? +a?cn? (Ca) B? =1-а? 
-(«©) = (си? (са)? + аси? (Саз) = аот) (02 - д? jn? (C) B? = о r^) (а? - 2) B? 


4 
а=-а? b=0 c=a? 8° d-0 e= В? 


Avec la fonction dn(£,a) : 
= df(6) _ _ „2 VAG) 
f(£)- an(g a) "p cce anc o kal ,œ) => | 


2 2 2 2 
cn^(C,a) 2 1-sn^(£,a)- € s Lol _ dn Katz <= = 1-a2 
а а 


-(«©) = (1-an? (Lo) han? el в?)= dn’ (c )4 ( B^) p? --f*(c) ( B?)f*(c)- p? 


а=-1 b=0 c=1+8? d=0 e=-p? 


Application à des systèmes de révolution connus, simple séparabilité : le système cylindrique 
Le cas est un peu trivial puisqu'il s'agit de prendre pour fonction f l'identité fi T ið) =n+i0 
z+ip=n+i0=z=n p=0 
х+іу = Өе => х=0Со5(ф) y= OSin(p) 
Le laplacien prend la forme : 

f(n*i6)- n +10 = f'(n +i0)= f'(n-i0)=1= f'(n+10)f'(n -i6)- 

Л(п+10)- f'(n-i0)=0  f'(n+i0)+ f'(n-i0)= 

f(n +i0)- f(n –10)= 2i6 


=> (f(n+i0)—- f(y -io) 2 46^ > s m-i0) _ 1 


(f(n+i0)- f(n 2 402 
p=0 AT= 2 GË а EH 
а n-i0 P ag p дф 
ars SEA 3 CH comme Ө эг mn-z 
000\ 00) Ө? дф? 


1o( ôT гот OT 
=> AT = r re rE 
ror Or) r дф 02 
La séparation des variables de l'équation de Helmholtz conduit au système d'équations : 


ege 2D = zm) 1, (0) z (n) = 0 x,(0)- ET 


DÉEN "rco лов) eeng 
Рав) (т 10) 15 eil - 
` £D v ue, (am voie) a) (= 

1900) , p (gy 20); (ame ( Ө)+ С. (6) ajp(0)= 

CHU (e -а)н(л)=о 

2o. + 0.1 = +k +a bit 


Application à des systëmes de révolution connus, simple séparabilité : le systëme sphérique 


Pour le systëme sphérique, c'est un peu moins trivial puisque l'on utilise la forme exponentielle du 


а 10+ ig 
systéme sphérique, il est défini par la fonction CIE Еее >r=e" ce qui donne 
z+ip=re" => z=rCos(0) р = rSin(0) 
immédiatement les formules courantes : „ү iy = ре => x = rSin(0)Cos(o) y = rSin(0)Sin(o) 


n+i0 


zip = e" = ge? => р=е"5т(0) 
Le laplacien prend la forme : 
п +10)= e? => f'(n+i0)= f(n+i0)=e""? f'(n-i0)= f(n-i0)- e" "? p= enSin(0) 


2n 2 
ar xr (90027 Je (ster pem 2 2 
7] n ] 


Sin(0)e?" e" Sin(8) дф? 


2 
ap = 1/1 8 [ „r êT], Е 2 (sao) T); 1 oT 
e" (е? ô8n\ дп) 5т(0)00 00) Sin2(0) оф? 


Pour se ramener à r il vient 


г=е" dr=rdn = dr =rdn m d PEL е ne 1. 9. 420 
ôn dn дг О’ e” On Or 


1 ô( ,0T 1 ê fo sn OT 1 EM 
AT = t Sin(0 t 
É ôr | J aus | n E ant 


La séparation des variables de l'équation de Helmholtz conduit au système d'équations : 
ffn+i0)= e"? > f'(n+i0)= (п +10)= e?  f'(n-i0)= f(n-i0)- e? р= е"іп(ө) 
= f'(n+i0)f'(n-i0)= enti ei? _ e? fn +i0)- f(n - i8) enti? cum 2i e" Sin(0) 
(/(n+i0)— f(n i)? = дет Sin?(9) 
f'{n+i0)- f'(n-i0)=2ie"Sin(0) (п +10)+ f'(n-10)= 2e" Cos(0) 
(f (л cie) f'(n-i0)  .2e'Cos(0) 
(/(n+i0)- Fn -i0)) Zie" sinl) 


= Cotan(0) 


i 


че) а) T v. 2 = E Е 
+). Wes 456) e e "i hl" sg 
f'(n+i0)-f'(n -i0)) _ _ гы В) -i0)) bes 
r лоо) ^17 70" 7 5750 ыл 
f'(n+i0)f'(n-i0)=e*" -G,(0)*6,(6) Gn) - e" G,(0)= 
4^ H(n) , dH( ) a k? 27 )H(n)=0 

a? H(n) | dH( m „2 Y dn? dn 

m "Dal T 6 ah А i ae > d'elo + Cotan(0) @), 

d'oig q@(0 3 Á 9? 

p) „ (9) 2l + (4m? y,(0)+ k2G,(0)+ajo(0)=0 Р a jo 

Sin? (Ө) 


Communément а = p(p +l) 


On retrouve l'équation radiale séparée classique : 
d éd ,d 
dn dn dr dr 


d? (r 2) Í 3 sl 2) 2d? d 
= r = r =r r =F +r 
dn? dn\ dr dn dr\ dr dr\ dr dr? dr 
2 2 
=> CH, SH (z Ee? )H(n) = r? HO), #0) (o k?r? )H(r)= 0 


= d?H(r) 2 dH(r) | G ach: A 


r =e" = dr = ғап = dr = ғап 


dr? r dr r 


Application à des systèmes de révolution connus, simple séparabilité : le système sphéroidal 
allongé 


Dans ce cas la fonction a la forme 2 (n +i0)= cCosh(n +10), Les coordonnées сагіёѕіеппеѕ sont 
donnés par : 

z+ip = cCosh(n +i0)= c(Cosh(n)Cosh(i0)+ Sinh(n )Sinh(i9)) = c(Cosh(n)Cos(0)+ iSinh(n)Sin(0)) 

=> z = cCosh(n)Cos(0) р -cSinh(n)sin(0) 

x+ iy = pe? = cSinh(n)Sin(0 Je? => х = cSinh(n)Sin(0)Cos(@) у = cSinh(n)Sin(0)Sin(@) 

Les surfaces de révolution sont soit des ellipsoides de révolution allongées , soit des hyperboloides 


2 2 2 
X +y 2 
n = Cste > + > =1 
de révolution à deux nappes: c*Sinh*(n) ` c*Cosh*(n) 
2 2 2 
9 = Cste > © t7 2 = —] 


c^Sin(9) c^Cos'(9) 
Le laplacien prend la forme : 
f(n +i0)= cCosh(n +10) => (п i8) - cSinh(n +10) "(n - i0) - cSinh(n — i0) 
f' (n i8)f (n - i0) e" Sinh(n +i0)Sinh(n —i0)= с? (sinn? (п)соз? (9)+ Cosh(n)° Sin? (9)) 
fn + i0)f'(n = i0) =c? (Sinh? (n)+ Sin? ())- c? (Cosi? (n)- Cos? ell 
fhn + i8)- f(n -i0) = cCosh(n + ig)- cCosh(n — m 2icSinh(n)sin(0) 
fin +i0)- f'n -i0)- cSinh(n ie) cSinh (n i0)= 2icCosh(n)Sin(0) 
ГАО! +i0)+ f'n -i0)- cSinh(r ið) + cSinh(n Gg 2cSinh(n)Cos(0) 


= (f/(n+i0)- f(n-i0)Ÿ = geriet EME RICO Leo | | 


p= cSinh(n)Sin(0) 


BH 1 | д | z). д Ë or), treinta E 


p f(eie)r(-ie) on an ) 09V. дө p ор? 


I | cSin( 0) Es 2 [smt Zem E COPIE 
ста та Sin? Sin?(0))\ Fe (n)+ Sin? (0) &?r 
cSinh(n )sin(8 ) SS 


1 1 ô oT) 1 e ôT 
Sinh(n) Z 2 Í sin(o9 + 
e Selbst здру S GE Si А EN 
1 DT 
c? Sinh? (n)sin? (Ө) дф? 


La séparation des variables de l'équation de Helmholtz conduit au système d'équations : 
S'(n+i0)f'(n-i0) _ 7 үз ОД 
(f(n +тө)— ау 21 (n)+ xx ) z (n) zl ) ASin2 (0) 


l 
ASinh? (n) 


(m i0)- f'(n-:0) _ e JU E 0) _ 

Gario- 7 10) - 9) Gario- азо) 20 

(n +i0)- f'(n -i0)) _ 2ieCosh(n)Sin(0) _ Соп) SEN f'(n +i0)+ S'(n-i0)) _ , 2eSinh(n)Cos(0) _ Cotan(6) 
(fq +i0)- f(n—i8)) —2icSinh(n)sin(8) (/(n+i0)- f(n—-i8)) ^ 2icSinh(n)Sin(0) 

= Fin )= Cotanh(n) P, (0)- Cotan(0) 


f'(n+i0)/'(n-i0)=G,(n)+G,(0)= Gi (n) =c*Cosh*(n) 900) = ze Cos" (6) 


zug) ж) [my eem ]u(=o 


Cotanh 
TNT (n dn Sinh (n) 


Communément а = p(p +1) 


d?e(e) de(0) mo А2 22m 2 T 
“gg + Cotan(6) 40 4 Sin” (0) һа = Кс Соѕ vin 


Application à des systëmes de révolution connus, simple séparabilité : le systëme sphéroidal aplati 


Dans ce cas la fonction a la forme 2 (n +i0)= cSinh(n +10). Les coordonnées cartésiennes sont 
donnés par : 

zip = cSinh(n + i0)- c(Sinh(n)Cosh(i0)+ Cosh(n)Sinh(i0))= c(Sinhh(n )Cos(9)+ iCosh(n )Sin(0)) 
—z-cSinh(n)Cos(0) р = cCosh(n)Sin(0) 

x- iy = pe? = cCosh(n)Sin(0 k* => x= cCosh(n)sin(0)Cos(p) у = cCosh(n)Sin(0)Sin(o) 

Les surfaces de révolution sont soit des ellipsoides de révolution aplatis, soit des hyperboloides de 
révolution à deux nappes: 


2 + y? z2 
= Cste => + =1 
4 c*Cosh*(n) Sink’ (п) 
x? + y? 22 
3 = Cste — 


e Sin? (9) c^Cos? (9) P 
Le laplacien prend la forme : 
f(n +i0)= cSinh(n 2 i0) 9 f'(n+i0)=cCosh(n+i0) f'(n-i0)- cCosh(n - i8) 
f'(n +i0)f'(n 16)» c? Cosh(n + i0)Cosh(n - i6) с? (Cosh? (n)Cos (0) Sinh(nY Sin? (6) 
f'(n+i0)f'(n-i0)= c? (Cosh*(n)- Sin? (0))= e (Sina? (п) Cos" (0)) 
f(n+i0)- (п —i0)= cSinh(n + i0)— cSinh(n — i0) - 2icCosh(n sin(0) 
f'(n+i0)— (п = cCosh(n +i0)-cCosh(n —i0)= 2icSinh(n)Sin(0) 
f'(n+i0)+ (п = cCosh(n +i0)+cCosh(n –10)= 2cCosh(n)Cos(0) 
= (f(n+i0)- f(n-i0)) =-4с?Со5й? (п )5т? (0) 


S'(n+i0)f n 0) "| l 1 | 


- i0) 
- i0) 


[029.70 E sc 
p = cCosh(r)sin(0) 
u 1 SE oT LK ei0)r(n- i0) oT 
айз E: б 5) sol 2 p Е 
| д oT Ó oT 
— i esm(o) | Cosh) Z |+ Соз E COUPE 


c^Cosh(n)sin(8 (Cosh' (n)- Sin (6)) р с? [Cosh? (n)— Sin? (0)) әт 
cSinh(n)Sin(0) | og? 


1 ï. a oT) 1 à ôT 
Cosh Sin(0) Ë 
ny D OS sar È ( an Орао A e EA 
А 1 QUT 
с?Созй? (n)sin (Ө) дф? 


La séparation des variables de l'équation de Helmholtz conduit au système d'équations : 


f'in+i0)f'(n-i0 
E о) 0) 005 sel i 


1 
Сой? (п) 


(f'n +їө)— f'(n -i0)) _ (n i9) f'(n -10) _ 
Gore) ло 0) ^0) * (уно) ло 10) 0) 
(f'(n+i0)- f'(n -i0) _ 2icSinh(n )sin(0 2) = ant) 


f(n+i0)- Se -i0) ` 2icCosh(n )Sin(0) 

(^ (i9) f'(n-10)) _ ;2eCosh(n)Cos(6) _ Cotan(8) 
(f(n+i0)- f(n -ig) ` "2icCosh E: 

= F(n)=Tanh(n) F,(0)= Cotan(0 
f'(n+i0)/'(n-i0)=G,(n)+G,(0)= G (n)=c*Cosh*(n) G,(0)= -c"Sin'(6) 
ои G (n)=¢ Sinh’ (n) G,(8)=c°Cos’(8) 


i 


3 

— 
< 
3 

~ 
D 


2 
d’H(n) dH(n) m° 2 2,52 
dy ` ii E ` | Cosi? e) Peu RU 
F 2 
g El, nt? O 2 +a + eeon?to) во 
dO Sin (0 
ou 
d'H m 
270) таті) se ^ есе) 
<> 
2 
d Ө(Ө) сапе)“ olo gl 2 Ju Ke (o)eto-o 
dO d0 Sin (0) 
Communément а = р(р+1) 


Dans la suite оп développe deux chapitres sur les problèmes aux limites sur les systèmes 
sphéroidales prolat ou < prolate > (anglais, allongé) et oblong ou < oblate > (anglais, aplati). 


Application à des systémes de révolution connus, simple séparabilité : le systéme parabolique de 


révolution 


B 2 
Dans ce cas la fonction a la forme : (п + ig) = c +19) AR ll Les coordonnées 
2 2 


2 2 
— 0 
cartésiennes sont donnés par : z = Ke 2 ) p = cn0 
x+ iy = pe? = спбе® => x =cn0Cos(p) у = cn6Sin(@) 


ху? = р? =c*n?@? n 2 _ Q? = 2z 


Les surfaces de révolution sont toutes deux des paraboloides de révolution : 


2z 
Comme x +y =c n° -0 = E 


nsCste x + y! = cn d -2) 
Q = Cste => x? + y? = eso +2) 
Le laplacien prend la forme : 
Л +10)= (п +19) = f'(n+i0)=c(n+i0) f'(n-i0)=c(n-i0) 
+) io) +e) 
Ли +10) f(n-i0)- ^ (q «ie - ^ (n- i6) = (27 Gi) - 2сіпө 


2 
f'n+i0)- f'(n che c(n+i0)-c(n E 
f'(n+i0)+ f'(n -i0)=c(n +i0)+c(n –10)= 2сп 
= (1 (n +i0)- f(n-10) = -4c°7°0° 
f'(n+i0)f'(n-i0) 1 (2+0?) _ `É М J 
(700 +10) /@m-i0)) 4 we Am Ө? 
p =cn0 
re zl A Ga OT 
= s n -i0) 2 рег + 00 р дф? 
EEN 1 PE о Leo 
"TE d = on A 00. 20 venu дф 
are (o7), esee 
(n = тат" zl 00 cn 0° дф? 
2 
=> AT = E AE 2 C Ib. Е 
=E n On 0 00\ 00 em 0° дф 


La EE des variables de l'équation de Helmholtz conduit au ок d'équations : 
EE = дж) aile zi: 
(f'n-+i0)- "(п –10)) _ (n +i0)+ f'(n -iO)) _ 

Tarte) Fan) е LEUR sa 

/'\ +10 — 70 2с10 _ al f'in+i0)+ f'\n-i0 md 
(m e E EE 
Коно G,(0)= c^0* 


ET 
4n? 


— 


d'H dH 

БШ) un TU), (am x) )+k?*G (n -a)H(1)- 
S 

2 

TOO), p (g 490) ат.) 0)+k°G,( 0)+a)o(0)= 

d’H(n) 1 dH(n) EET RE. 

k —a |Н\т)=0 

Ze dn? m dm S "M dm du 

2 m° 

4 298 : - ,[-* = + °С GE 

dO 9 dO 0 


Application à des systèmes de révolution connus, R-séparabilité : coordonnées toroidales_ 


Dans ce cas la fonction de révolution a la forme : 
z +ip = f(n + 10) =y Coran Š =") _ y Coran -i П me) rco 121 se) 
>z+ip = f(n+i0)= f(n-i0) 
= [х2 2 x= p Cos i0)— —i 
pce PEPO) ре LU) (лан jig) = ap? 
x+ iy = ре? VF p Sin(p) 2i 
Cos(0 —in) | —in)= Cos(0)Cos(im)+ Sin(0)Sin(in) 
Sin(0—in)  |Sin(0 —in)- Sin(0)Cos(in)- Cos(@)Sin(in) 
Cos(in) = Cosh(n) Sin(in) = iSinh(r) 
(Cos(0)Cosh(n)+ i Sin(0)Sinh(n)X.Sin(0)Cosh(n)+ i Cos(0)Sinh(n)) ` 
Sin? (8)Cosh”(n)+ Cos? (0)Sinh? (n) 
Cos(0)sin(0)-- iCosh(n)Sinh(n) 
Cosh? (n)— Cos? (0) 


т Ста 907) z GK 22J- 2043 И ico Jeu? 2 ) _ Sin(8)+ Sura) 


CO eme 


Sin(0) 
`” Cosh(n)- Cos(0 ) 


Cotan(0 in) = 


=> Cotan(0 in)= 


Cotan(0 in) = 


z+ip=y каа Ss = Sinh(n)Cos(o) 


Cosh(n)- Cos(0 us Sinh(n) SN 7 Cosh(n )- Cos(0) 
7 Cosh(n)— Cos(0 ) J2 Sinh(n)Sin(o) 
Cosh(n)— Cos(0) 


Les calculs des fonctions de séparation donnent : 


z+ip= ео) = Со 7222 - y Coran( НА 
в D < f'(n-io)= Y _ Й 
SC ee "кее e 
i ï H 
o e Ө. € van) VT nr! 27 = (cosi(n)- coste) 
4Sinh (ue [7 (225) 2 S 
2 2 
2 
= f'(n+i0)f'(n-i0)= y 


(Cosh(n)— Cos(0))° 
Sinh? (n) 
(Cosh(n) = Cos(0)) 


Sinh(n ) 
T Cosh(n m Cos(0) 


p- = (f(n+i0)- f(n-i0)Ÿ =-4р? =-47? 


7? 


f'(n+i0)f'(n-i0) _  (Cosh(n)-Cos(0)Ÿ _ 1 Е | A 
ео) Де Lya Smg) pup) A A 
(Cosh(n) = Cos(0))° 


et x.(0)=0 


1 
4Sinh?(n) 
De plus la fonction de R-Séparation est choisie comme suit : 
Sinh(n) 
Cosh(n)— Cos(0) 


R2(n.0)= Cosh(r)- Cos(0) > R(n,0) = JCosh(n)- Со5(0) => рк? (n,0)- y Sinh(n) 
=> e 50) 1 К,(0)=0 gei = у Sinh(n) 
Cosh(n) 


zi (n) = 


pR2(n,0)= en (orae F. (0) et p-y 


= [ап Fi (1) = Log (Sinh(n))+ Log(y) = F (n) = Sinh) ^ Cotanh(n) 
; I 1 
w= 


On obtient alors les équations séparées suivantes : 


2 Н(п) r (y EA en EN EG). EN dai 
KE e(0) y CE [ Ао. 6 ЕП ^|ө@)-о 


60 2 
2 2 
U HOD coup) a) (1 Am!) : = - = H Cotas (n) À H(n)=0 
ETE on 4Sinh’ (п) 2Sinh°(n) 4 
2 лова 0 
00? 
2 2 
EE À A \нб)=0 
E on on 4 Sinh (n) 
О O 
(6) АӨ(Ө)=0 
e'H(n) пи les н 
+ Cotanh(n п)= 0 
a=A-7 др? ПЕ E (n)- 
Z 
En posant + Communément à = п(п +1) > . H (a+ M 
Ee Er 3 
eir) d'O) ие) 
do 


Solution T(n, 0,9) = ` Cosh(n)- Cos(0)H (n Je(8)D(o) 


Avec le choix de la fonction de séparation comme inverse de la racine carrée du rayon de 
révolution, on obtient d'autres équations séparées, il vient la R-Séparabilité-2 : 


H. rp t, fln? EE 


дт? с А 
290), rg 290), ue, 03, 800), Дә) 


R( 8)=-— äi EMI 2 (n Umm et xY(0)-0 Е(п)= F,(0)-0 
1 2 
eH(n),] 4” р 
22 a PQ) б Hisp 
2 O0) 20(0)=0 


Solution Т(п,0,ф)= cos) Cel) обоо) 


Equations implicites des iso-surfaces du systëme toroidale 


Sinh(n)Cos(o) | Sinh(n)sin(o) 22 Sin(0) 
Cosh(n)— Cos(0) y T Cosh(n)— Cos(6) 7 Cosh(n)- Cos(6) 
n =Cste = x? +y? +z2 +y? =2y Cosh(n) [5 + y? 
Sinh(n 
Cos(0) ‚ Со5? (0) _ 2, 2 Cos?” (0) 2,.2 ( cue n y? 
"tse Wu) ` Ts), — X. 


N 
N 


0 =Cste = х? + y? +2 


Application à des systèmes de révolution R-séparabilité : coordonnées de type toroidal, 
contribution de René Lagrange «Les familles de surface de révolution qui possèdent des 


harmoniques, 1939 
Dans ce cas la fonction a la forme : 
z+ip = f(n3 SÉ kcal E i” 22 M iTi" m = EE 


Cosh(n)+ Cos(0) 
>z+ip = f(n-i0)- f(n+i0) 


+ y? "ciet _ f(n*i0)- (п - i0) 


| в р = (/(n +i0)- 7 –10)) = -4p* 
x+ iy = pe"? Wu p Sin(g) 2i 
е Sin(0) 
d Cosh(n)+ Cos(0) 
.. _ Sin(0)—iSinh(n) _ Sinh(n)Cos(o) 
EP =Y Cosh(n)+ Cos(0) ` Sinh(n) * = Cosh(n)+ Cos(0) 
p=-Y = ` : 
Cosh(n)+ Cos(0) _ Sinh(n)Sin(o) 
y Cosh(n)+ Cos(0) 
Les calculs des fonctions de séparation donnent : 
ztip- f +i0)= y п aue 
S'(n +i0)= NUES СТЕП, ASE ЖЕЕ ей 
2cos'(- ТЫ) acos[ 22 ) aco 227 2Cosh | J 


f'(n+i0)f'(n -i0)= 24 | 
scx) 179 )cosr 110) 


2Co ZE atie со EK 21. Cosh(n)+ Cos(0) 


=> f'(a +i0)f'(n-i0)= É = 

Е пы) T ZE 1-40). cn " n 4(Cosh(n)+ Cos(0)) 

= Sinh( ) š „лүү... 2 _ у? Sinh 2 ( ) 
peto cmo о а D SEMEL o 

y? 
f'(n+i0)f'(n-i0) _ 4(Cosk(q)-Cos(0)) ` 1 _ А iunc dx 
(f(n +i0)—- (п - ie) B ду? RU = Sg e x. (0) f herch 
(c osh (n ) + Cos (0 y 

= 0) ия) ei y,(0)-0 


De plus la fonction de R-Séparation est choisie comme suit : 
" Sinh(n) 
Cosh(n)+ Cos(0) 


=> R°(n.0)= Cosh(n)+ Cos(8)= R(n.0)= /Cosh(n)+ Cos(6) = pR°(n,0)= —y Sinh(n) 
=> eldë Pall 1 et elanFn(n)_ —y Sinh(n) 


pR2(n,0)= efan (n) Sd (0) et p= 


F (n) = Cotanh(n) 


F'(n)= SEH 


= jdn F.(n)= Log (Sinh(n)) + Log(-7)= 
= [dO F,(9)=0= (F.(9)=0 F,'(0)=0 


On obtient alors les équations séparées suivantes : 


E + AU) + [o biet, D, Bal ‚|нб)- 0 


ôn? 2 4 

Ë. A 529) А [o -(в)+ 518, 59), an: ° 
e 8 1-4m? 1 Cotanh? 

I HD cog HD | са) Cp 
Cl, asi 


2 
En posant 4 Communément а = n(n +1) > _ olo) + E + HCH = 0 


12 ү 2 
а+1-(1+3) deo) |. (p) 0 
do 


Équations implicites des iso-surfaces de ce systéme toroidale 


Sinh(n)Cos(o) Е Sinh(n)Sin(g) , Sin(0) 


Cosh(n)+ Cos(0) x 5 Cosh(n)+ Cos(0) E Cosh(n)+ Cos(0) 


n=Cste => x? + y? +22 e y? =2y Cosh(n) [з + y? 


Sinh(n 


2 2 
0 = Cste = x? + y? +: y Ge = # 
Sin(0))  Sin?(0) 


x= 


Pour l'instant tous ces systèmes de coordonnées sont proposés à l'étude dans cette série de 
documents portant sur les problèmes aux limites de l'équation de Laplace. Nous allons maintenant 
illustrer quelques autres systèmes de coordonnées orthogonales connues mais qui sont souvent 
peu étudiés et qui ont donc un caractère disons plus « exotique ». Nous ne donnerons que quelques 
exemples introductifs sans rentrer plus dans le détail ce qui serait l'objet d'un ouvrage plus complet 
sur ces « exotiques ». 


Application à des systèmes de révolution connus, R-séparabilité : coordonnées Bi-sphériques 


Dans ce cas la fonction a la forme : 


z+ip = f(n-i0)- y HE y Соат 2 2] >z+ip= f(n-i0)- f(n+i0) 


p = Jx? + y? Sp p = рСоѕ(ф) 
y = pSin(p) 
Sin(9)Cosh(n)+ iCos(0)Sinh(n) ` 
Cos(@)Cosh(n)— iSin(0)Sinh(n) 
_ (Sin(0)Cosh(n)+ iCos(0)sinh(n )(Cos(0)Cosh(r )-- iSin(0)Sinh(n)) 
(Соз2(ө)соѕһ2(п)+ sin? (0)Sinn2 (n)) 
Cos(0)sin(0)-- iCosh(n)Sinh(n) 
Созй? (п) Sin’ (0) 


ТТ с 9 Jsm( 9 ) т Z ) Si (0) et n( ) 
=> Tanl in) _ Sin(0 )+iSinh\n 


x+iy = pe? 


Tan(0 +in)= 


Tan(0 +in)= 


cose (2 )- sin? 2.) Cosh(n)+ Cos(0) 
2 2 

=. \_ Cos(0)Sin(0)—iCosh(n)Sinh(n) _ Sin(20)— iSinh(2n) 
ee | in) GE i оо) CEP) 


Z i Coran 6 +i gd _ ; Sin(0)-iSinh(n) _ Sinh(n)+ i Sin(0) 
Cosh(n)- Cos(0) Соѕһ(п)– Cos(0) 


Є Sinh(n) 
Ad Cosh(n)— Cos(0) 
NOR Sinh(n)+ iSin(0) M Sin(0)Cos(o) 
FTP =Y Cosh(g)-Cos(0) ^| _ Sino) — * 77 Cosh(n)- Соз(Ө) 
ms Cosh(n)- Cos(8) = Sin(0)Sin(o) 
i Cosh(n)— Cos(0) 
Les calculs des fonctions de séparation donnent : 
š : -i8 А Y ; y 
z+ip= fn -i0)=y Coran! : ) f'(n i0)= 1 f'(n+i0)= - 
S asina? (17^) asinn? (772) 
2 2 
y? 0 i0 Nn —i0 2 
f'(n+i0)f'(n-i0)= Or EEN 5 Јр 5 ) = (Созй(п)- Cos(0)) 


ENEE 
2 2 


f'(n+i0)f'(n-i0)= 


y 
(Cosh(n)— Cos(6)Y* 


Sin(0) d ET 2 2 Sin? (Ө) 
Pup Cosh(n)— Cos(0) š (sa | i AL 2 us S (Cosh(n)— Cos(0))° 
у? 
f'(n +i0)f'(n —i0) 5 (Cosh(n)- Cos(0)) l = | orme recherchée 
ею аа see зор т 


(Cosh(n)- Cos(0))° 
1 
` 4Sin2 (0) 
De plus la fonction de R-Séparation est choisie comme suit : 


R2(n, 9) = elan Fi(n) 496) Sin(0) 
p (n ) e e CROCO) 


=> R2(n.0)= Cosh(r)- Cos(0) > R(n,0)= JCosh(n)- Cos(8) = рк? (n,0) = ysin(0) 
dnt =15 Fi(n)=0 К'()=0 


= zı(n)=0 et 22(0) == 


et p-y 


Cos(0) 


Sin(0) 


= [40 F;(0) = Log (Sin(0))+ Log(y) => F;(0) Cotan(0) 


1 


Hes a 


On obtient alors les équations séparées suivantes : 


E A ШШ, (ье па D, DCH m0 


дт? 2 4 
e FF, Ql | G 1), (ө)+ L AUP E NR | ent 
HW) _ à sn). o 
on 
e^e(o) OUR zy. 1 Соап (Ө). 
SESCH + Cotan(0) > | 4m e SESCH я а) 0 
"Del. ига) 0 
210 2 н(п)=0 
on 
o^e(e) aolo) In, m | 
STE + Cotan(0) ET Lë d scu) 0 


En posant z = А d communément à = p(p +1) 


2а) fa | Ja 


on 4 
2 2 

=> 2 olo) + Cotan(0)22®) Fia “ =0 
20? 00 Sin’ (Ө) 


Solution T(n.0.9) = Cosh(n)- Соз(Ө)Н (т )®(Ө )}Ф(оф) 


Avec le choix de la fonction de séparation comme inverse de la racine carrée du rayon de 
révolution, on obtient d'autres équations séparées, il vient la R-Séparabilité-2 : 


m s SES 
2590), rg 00) lanë ue, 0, DH deg 
қ) L = о) EE о а zg eier FUN) ziel 
FH jg). o in 
— [r с 


Solution Т(п,0,ф)= 0240) (леба) 


Eormes des iso-surfaces du systëme de coordonnées Bi-sphériques 


Iso-surface n=Cste : deux sphëres placées l'une sur l'autre selon l'axe z 


Iso-surface 8=Cste : fuseau ou < spindle > en anglais selon l'axe z, lorsque Ө>л 


05 
os 00 


4 — à 1 у. k -10 
-05 ол 


05 


Iso-surface 0=Cste : un mylonoide (la pomme еп grecque ancien) ou < apple-shape > en anglais 
selon l'axe z, lorsque Ө<л 


Voici rassemblés dans un seul graphique les quatre type d'iso-surface : 


Les deux sphères en bleu et rouge, le mylonoide et le fuseau placé entre les deux pointes extrêmes 
du mylonoide. 


Les expressions suivantes aboutissent à la fonction implicite de l'iso-surface n=Cste qui est une 
sphère : 
Sin(0) Sin(0) 
`" Cosh(n)- Cos(0 Cosh(n)— Cos(8 
„ Cohen), — (Cosh(n)Cos(0)— 1) эру, ls) 
Sinh(n) Sinh(n XCosh(n)— Cos(0)) T со sh(n)- Cos(8) 
2 


2 2 Cosh(n) Y _ . 2 inh (n)+ (Cos os(9) 1X 
Б Jr 4 Ed) PTE CC) (Sin EE y) 


7 Е АЕ Eng (Sin? (0)sinh? (п)+ Cos? (6)Cosh? (n)4-1— 2Cosh(n)Cos(0)) 
_ y? osh2(n)+ Сов2(0\-2Сов 7а 
Sinh? (n XCosh(n)— Cos(0)) [Cosh? (n)+ Cos? (6)- 2Cosh(n)Cos(e)) 


Sinh(n) 
7 Cosh(n)— Со5(0) 


joe y=7 


jose) 


Y 
Sinh? (n) 
Cast) | NE 
Sinh(n) Sinh? (п) 
Pour l'iso-surface 8=Cste, les expressions suivantes sont développées : 
Sin(0) Sin(0) sin(g) Sinh(n) 
=Y Coshn)— Cos(0) Cosh(n)— Cos(0) R =Y Cosh(n)— Cos(0) 
РРР Е у2(52(0)+ Sinh? (n)) = pa si BO) 
"Сы Сы) | erc Cos(0) 
CR Cos(0) _ 7?\Sin?(0)+ Sinh? (n) 2 Cos(0 XCosh(n)— Соѕ(0)) 
— INX ЖУ Isma] (cosQr)-Cos(0)) ` ` (Cosh(n)—Cos(Ə)° 
o Sin? (0)+ Sinh? (n)—2Cos(0)Cosh(n)+ Cos? (0) _ > Cos2(0)+ Cosh? (n)—2Cos(0)Cosh(n) _ > 
(Cosh(n)— Cos(0))° (Cosh(n)— Cos(8) 


La sphère est donc d'équation implicite : „2 


^: y 


Co(p) y=y 


Et l'on obtient les deux iso-surface mylonoïde et fuseau comme suit : 


Mylonoide 0<0< = => x? + y? + z? 2r O [г һу? =>? Cos2(0)( 5 
<> Quartique (2 +52 +22 zi =4у? 2 (2 


Y 2 
Fuseau Я <Ө <= з? + у? +? tay 90) [24372 Sin? (0) 
in 


Caractérisation des iso-surfaces et définition des méridiennes 


Le centre de la sphère iso-surface n=Cste est définie раг: „_ „=g „=„Ceshk(n) _ y ` _.Le rayon 
Sinh(n) | Sinh? (n) 


de la sphère diminue avec l'augmentation du paramètre n tandis que son centre se positionne à +y 
ou — y selon le signe de n. Pour nO > 0, le domaine n> nO désigne l'intérieur de la sphère n= nO et 
n<n0 l'extérieur de la sphère п= nO. Pour n0 < 0, le domaine n< nO désigne l'intérieur de la sphère 
n- п0 еі n>n0 l'extérieur de la sphère n= nO. Donc pour deux sphères n= -n1 et n= +n2 avec n1, 
n2 > 0, l'espace n€[-n1,+n2] est le domaine extérieur aux deux sphères. 


" spe. . 2 
Pour l'iso-surface 9=Сѕїе, définie par la quartique : Li + y? + 22 yh - 4⁄2 с Wi e»). La 
Sin (Ө) 
méridienne peut être définie sur le plan cartésien correspondant sont des cercles décentrées : 
2 2 

SEL, [sr ez +. а . 

Sin(0) Sin(0) Sin (9) 
Les deux positions  extrémales sur l'axe des  ordonnées, donc z, sont: 


x? + y? > x z=>y=> x? + y? y? = +2 


2 

х=оә[х x pe] уг суз Cos (0), 2. 77, ,-,,. On a vu que la valeur -n/2 donne la 
Sin(0) Sin? (0) Sin2 (0) 

séparation entre des surfaces de type mylonoide et fusequ. Les deux surfaces de parametre 

respectif 9 et л- ü se rejoignent bien au point sur Гахе z :;=+y. En revenant aux équations 


paramétrées en coordonnées cartésiennes. Ces deux points de contact sont atteints lorsque n tend 
vers l'infini. 


On voit donc que les mylonoïde et fuseau ont des méridiennes en arc de cercle que l'on 
révolutionne autour de l'axe de rotation z. 


Formules de passage coordonnées cartésiennes vers les coordonnées bi-sphériques 


Dans un plan cartésien 2D, avec les substitutions de variable suivante : 
Sinh(n) Sin(0) 

FK Cosh(n)- Cos(0) Se Cosh(n)— Cos(0) 

La formule de passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées bi-polaire 2D et ce faisnat 

aux coordonnées bi-sphériques sont les suivantes : 


212 
n= : nO | ED, =) л —@ = 2 АгсТап 27 Yy 
2 (x-7) +y у 2 у (62 ау) дугу? 


1 [pron =] 


E 
772 Gr ext. y? 


x? + y? ^»y 2-0 хх > 0 car 0 e [0,7] 


2y |x? + y? 
v 2 di P _ y? 22} +ау?(х? ey) 


2 2 
CIA YANI TIN p= Aretan Š x, y > 0 LH х<0,у> 0 
У У 


Ө = л – 2 АгсТап 


х 


У 


x 


o 2n ити J x>0,y<0 e= + acr 
У 


J x,y<0 


x=0,y> 0 e= x=0,y<0 


x>0,y=0 ф=л x<0,y=0 


Quelques problèmes aux limites sur le système Bi-sphérique 


Le problème des deux sphères de rayon al et a2 et de potentiel V1 et V2 placées à distance 2zs 
l'une de l'autre. 


En coordonnées bi-sphérique, le système des deux sphères correspond à deux iso-surfaces : 


TPE sin(9) Sinh(n) | , Kee 
= үх + = = S 0 O sphères dis д 
S EIER 4 Cosh(n)— Соѕ(9) = Cosh(n)— Соѕ(9) ES =; ИЯ 


2 
Е ШИ, sl, Сот) __r 
ilg РО е аа о | C 7 5н) Sinh) 
N = Tho > > — Sphères ( ) 
2 SE e Cotanh 2 _ Y: S Cosh 715 | y 
X +y (z y Cotan (n; )) Sinh (n>) 2 Sinh(n, ) Sinh(n;) 


ne [- mM mj] espace entre les deux sphéres 


Cosh(m) _ y J 


Sinh) Sinh(m ) 


Cosh(m) _ Y 
D » y 9 S. E L = 0.0, S. 
пе [n +o] (x У 2) 6 Sinh(n>) Sinh(n>) Ge 2 7 ( y)e 2 


= jN e [-о,-т] (х, y, z) s[ y Lim 5=-7 (0,0,-у)є КУ 


7-0 


ze [-у,у]= 9=л et m= 24rcran E | 
Axe z > 9 e {0,7} y 


ze [- У, y] >9=0 et m= 2 4rcCotanh * | 
y 


Pour les problëmes aux limites de Dirichlet sur la surface n= n1 ou n= n2, les solutions séparées 
sont de la forme suivante : 


T(n,9)= /J2Cosh(n)— 2C05(9) Y. l^ (6 + 37 +B, Cost (n + sy): (Cos(9)) 


n=0 


Les paramètres du système de coordonnées sont calculés comme suit à l'aide de la distance entre 
les sphères et leur rayon respectif : 


CC Sin(9) Sinh(n) y y Cosh(r,) | Cosh(n;) 
= t = = = = 2z, = t 
PENE FY 27 Cosh(n)-Cos(9) ^ ° Cosh(g)-Cos(S) ^ Sinh) ^ Sim) ^ "Sih(m) Sinh) 


үу? +a ) = үу? +a,” 


Cosh(n,)= Со. shín, DZ: = (a Cosh(m )+ a,Cosh(n, ))= уу? +a? + J + a, 
a, а 
2 
yl ade. (a? -a, +42,2) 
1 
2 a + (2,4 di E (д^ +472) 16z,? 
Ee 2 => 
16z, 2 2 _ [a -a -4z? f Е Ж d Tai 
Y a, E 2 
162, 162, 
yz VEz, -a а, (22, +a +a, 2z, -a +a, 22, +œ - a3) => Cosh(n,)= a, +4z ° Cosh(n, )= Az, — al +a? 
42, 42, а} 4z a, 


8, y Coshím ) y 8, 42,2 +a? - a, ü 
7 Sinh(m ) ` Sinh(n,) 42, 
Соз (п. ) y 42,2 — +a, 
` E Sinn) SmWm)) ү оа, 2 
Le problème aux limites correspond à un problème de Dirichlet simple dans l'intervalle n€[-n1,n2], 
p nt[-n1,n 
dont la solution est à rechercher sous la forme : 


e sint (n Ф i +m ) " Sint (n+ ipe -=n J Eds 


T(N, 9) = J2Cosh(])- 2Cos(9)> ` A 


mo Sin + i) +m )) b T + i +m )) 


Sphères 


V, 
T ‚9 == V, B, P, n (c. (9 T ‚9 = V. A, P, >» (C. (9 
(7 jum 1 J2Cosh mr 2Cos( 8) 2) OS ) (n CS 2 Boch ie 2Cos( 8) SE OS ) 
| Lä BENE. 
© > (Cos(9 = P, (Cos(9 
A J2Cosh(n)- 2Cos(8) 2 SE?  J2Cosh(n,)— 2Cos(9) 2° » (Соз(9)) 
1 
NECS Sini (n+ TER А 
2 
Sin E i +m )) 
o. ei T 2 А 
= А„=Ёе` ? B,-Ve* ?^ => Т0,9) = /J2Cosh(n)—2Cos(9)> ` f 1 
n=0 isi Sinh nt (n; —n) 
+Ие 
sint (n+ Jon +72 ) 


En présence d'un champ électrique externe Eo orienté dans la direction des z positifs, le probléme 
aux limites contraint les deux sphéres à rester aux potentiels V1 et V2, et la solution à l'infini à 
correspondre au potentiel crée par le seul champ électrique soit -zE . La solution prend donc la 
forme : 


xi sui (nm sall m-n) f 
T(n,9) = J2Cosh(n) -2Cos[9)2 44, A Li | PC mt RE 


n=0 EZ n+= (m hun Е т) 


2 Еу Sinh(n) V, Еу Sinh(n) 
T(n, 9) ГА l + 0 В,Р,(Соз(9 ) 70,9), V, * A,P,(Cos(9 
пт ,2Cosh(m.)-2Cos(9) (Coshlm.)- Cos 9) px Eo Jacosh(n,)- 2Cos(8) (Cosi(n, )- Cos(9)}: A 
+00 
l = l = > w^ P, (Соз(9)) м=е" 


J -2wCos(9) NR n=0 
w 


l > Y Jl P (Cos(9)) = Y Au P (cos(S)) e je B) _ 22 Д y 


Jacosh(n)- 2Cos(8) ner 0 *i Cosh(n)- 2 2п+1° 


Dérivation n > 


Schlo) B c cel Д9), ba NS ГАА) : EU 
(2Cosh(m)-2Cos(9))7 Y ) À l ) | (Cosh(n)- 2 Sinh(n) 


DÉI Sain, 2) pu is 
| E | WE ense 2 P (Cos(s) 
m ә SES | TE p ia 


2Cosh()- 2Cos(8) x 


{ч Wa opis) kal 
e* 27 (p,+Ey(2n+1) 


1 1 
DEER e UE zi 
x 


th P nen) n+— m-n) 
+e ` 2/ (1⁄2 +Egy(2n+1)) 


sde nma) = (т +1, ) 


Еу Sinh(n) 


P.(Cos(8))- Cosh(n)- Соз(9) 


Les intégrales suivantes sont en relation avec les calculs précédents : 


~ сз. ec Brychkov vol 2 2.17.1.n°12 
je LE y E у 

Гаа Же е 

7 СЄ | ii ‚ү Brychkov vol 22.17.1n°12 
` SEN ( y ER Je) | 


1 < 4 
154 oO GR) 


n=0 


+1 
De plus Brychkov vol 2 2.17.1.n?13 je 28 =20,(у) => 


ES TE Cos(9) D. 2n+1 ©, Cos (Gosta) 


Le profil sur l'axe z se calcule à partir des coordonnées bi-sphériques, en posant les valeurs 
suivantes des coordonnées bi-sphériques : 


E JGz, —а — X2z, +A, td, X2z, —a +a, X2z, +a, -а) 


42, 
z 
r 9=zx et = 2AreTanh 2 ) 
42, +a’ - a, 42, —a +a, y 
2 ta, a, |= 
42, 42, Z 
- ` i T(z)- T| 2ArcTanh| — La 
K 
E gpg Р. did 432 02 
2 Z, +a -a T 2, +a -a ME т(:) =й 
42, 42, 
2 2 
r 5 2 » 5 2> dz; Zar bao +a, 9=0 et = zept = ) 
42, фа +а> 42, —a +a, 42, y 
á 4z 22, 42 "EUER T(z)- 5s 4z 2 2 2 = 
3 i ` z < - жорта а, T(z) - Д заснет 2)о) 
42, y 


Le problème des deux sphères de rayon a de potentiel V1 et V2 placé à distance l'une de l'autre : 


En coordonnées bi-sphériques, le système des deux sphères correspond à deux iso-surfaces : 


ns lucem ED Sin(9) z Sinh(n) | FE [um 


74 Cosh(n)- Соѕ(9) T Cosh(n)- Cos(9 


s Sala) >) 


Y H 
а Sinh Sinh 
n =n) => x? + y? +(z уСоаии (то) = — — > 2 Sphères disjointes inh[no) ` Sinh(no) 
Sinh? (по) St Co). y 
P|  Sinh(no) Sinh(no) 


Ze 


2 2 2 2 
2 _ „2 Cosh (no) E (2,2 GE (no) GER =a Cosh? (no) = z, = aCosh(no) 
Sinh? (no) Sinh?’ (no) ^ Sinh?(mo) Sinh? (no) 
Ne [- То, По | espace entre les deux sphères 
Cosh(no ) 
=J => 
Sinh(n,) 


j Sinh(no) ` Sinh(no)) 7 


Cosh(no ) y J 
Sinh(no) ' Sinh(no ) 


= aCosh(no) et 4ne [- oo,—7o] (x, y, z) € s( Cosh(no) Lé ) Lim z =>-y 


Lim z =>) 


00 


ne [no+ =o] (x, У, 2) E Si Ë 


Et la solution en coordonnées bi-sphériques s'écrit : 


Sin(9) z-y Sinh(n) y z 2 a? цо = ArcCotanh 2 |= аксон Z) 
7 Cosh(n)- Соѕ(9) Cosh(n)— Соѕ(9) y a 


1 j 1 
asd (1) RC Cost ( n + iy) TE” sint (n + 2) 
T(n. 9) = V 2Cosh(n)-2Cos(9) Y e ` ? 1—2 +12 P, (Cos(9)) 


n0 2 oos d т т hr) 2 sint (n + 33 i 
" de у Sin + i +70 ) sint (n + т ail | 
T(z) = T@.0) = /2Cosh(n)— оу | Еб Y 2 ЕС + 23 

x P, (Cos(9)) 


zeļ- Z; +4,2, -а|> Т(2) = Т(п,л) n= 2 ArcTanh E ) 
a 
À 
a 


p= x +y = 


+V, 


Axez Qe {0, л) —z-y Sinh[n) 
Cosh(n) +1 


zel- 2, +a,z, —a]= T(z)-T(gO) п= 2 AreCotanh| 


ze [- Z +a,z, -a] n= 2 4rcTanh E | 
Y 


A 1 SIE + 3) (С + 3) 
( 1" Дт» И +k, 2 Е HF: 2 
2 1 2 E 1 
5-0 С» (n + 2j (С + 2j 


z É [- Z, +4,2, al n= аксон 2) 
y 


T(2) =T(n,7) SEH 


me (1), pos С» + 2) а sint (n + iy) 
Т(2) = T(n.0) asm Z |Y. e 2/7 [л Ро ==» 
2 )— 2 1 D 1 
n= SEI + уь) SE + Jr) 
2 2 
Le problème des deux sphères de rayon a de potentiel VO placées à distance l'une de l'autre : 
Au vu des calculs précédents , la solution en coordonnées bi-sphériques est la suivante : 


Sin(9) z- Sinh(n) y z? a? mno = ArcCoani Ž J- Arccosi( =) 
7 Cosh(n)— Cos(9) T Cosh(n)— Cos(9) c a 


p= x +y = 


90 237 AE 2 h) 
T(n. 9) = V, 2Cosh(n)-2Cos(9)Y e ` ? P,(Cos(3)) 
п=0 (+1) п+2 hr) 


Sinh(n) zeļ- Z, +4, Z; —а]= T(z) = Т(п,л) 
Cosh(n) +1 z g|- Z, +4, Z; —а]= T(2) = T(n,0) 


AXe z 9=\0,л} > 2=у 


358 Jeck SR + iy) 
ze [- Z, +а,2, -a] n= 2 4rcTanh E | Т(2) = Т(п,л) зс Z У (- Ire Е ЕЕ 
y 


2 
п=0 Cost (n + 33 


E 41), cost ( j D 
ze [- Z, +a,z, al n= 2 4rcCotanh 2) T(z) = T(n.0) sm e ЕЕ 
d 


Problème aux limites sur le mylonoide ou le fuseau 


Que ce soit sur le problème de Dirichlet intérieur ou extérieur, on utilise une transformation 
intégrale spécifique (ressemblant beaucoup à celle de Mehler-Fock) pour exprimer les solutions de 
ce type de probléme. Pour les problèmes aux limites de Dirichlet sur la surface ü= Фо, les solutions 


и e D +оо 
séparées sont de la forme suivante : "io, 9)— J2Cosh(n)- 2Cos(9) Y {4,Cos(t,n)+ B,Sin(r,n)}P | (Cos(9)) 
5+ 


pour ип problème extérieur est de Іа forme : 


т(п.9)= J2Cosh(n)— 2Cos(9)> {4,Cos(r,n)+ B,Sin(r,n)}P ү (-Cos(8)) Pour un probléme intérieur. Le 
3s 


n=0 


paramètre t peut avoir un spectre discret, tout comme un spectre continu. Dans ce dernier cas, il 
convient d'exprimer la solution sous la forme d'une intégrale. Illustrons ceci pour le probléme 


SCH | AT(n,9)=0 Tíim.0), =Т e Т(т,Ө) ө = fW 

extérieur suivant (n.0) ( lo, ° et plus généralement ( leo ( ) Les valeurs de 8 
correspondant au domaine extérieur sont alors définies pour Ÿ€[0,00]. Dans ce cas la superposition 
peut étre vu comme une intégration continue sur le paramétre t, étant donné que ce dernier 


T(n,0)= J2Cosh(n )- 2Cos(9 8: (r)Cos(tn)+ B(r r)Sin(rn)}P ı (Cos(9)) 


possède un spectre continu : 2 . La 
condition limite s'exprime alors sous la forme : 
Kei (n) 2 f (mn) 2 (z) V2Cosh(n)- 2Cos(8,) | т (z) os(rn) EH a os( 9) 


On reconnaít là la forme d'une transformation de Fourier Cosinus, dont on peut utilement utilisé 
l'inversion. 

2T. 
J2Cosh(n)- 2Cos(0, ) 


2T, | 20 Cos(rn) 
л 7 Pcosnt n)- 2Cos(0, ) 


- 2 [ar A(t Jur (Cos(® ))Cos(rn) e AP. (Cos(®, )= 


En utilisant l'intégrale définie connue suivante (une représentation intégrale de la fonction conique 
de Mehler) et en ded dans le calcul de l'inversion cela donne : 


_ 2Cosh( лт) сш n Cos(cx) T 
P Cos 0,) d = P Со5(- Ө, 
А os( o) E cosi )-2Cos(6,) | EOE \2Со5й(лт) nu о o) 
2P, (Cos(-6,)) TP, (Cos(-6,)) 
deje ey RER T => 


xP | (Cos@,) dÉ T 2 Cosh(n)-2Cos(0) =P, (Cos(0,) 2Cosh(zr) Cosh(zzr)P, (Соз(0,)) 
НТ ——tT HIT 
2 2 2 


= à (=) Pass (Cos(-05)) 
La solution s'écrit donc : T =T, 2Cosh(n)- 2 аЛ В P | 
(7,0) V Cos (n) Cos(8) | * Toshlar) P. Lol, H е, 
=H 
2 


T(n.0 =f 
La solution du problème général : (л loo, fn) 


Fourier Sinus et Cosinus : 


, $ obtient par inversion des transformations de 


f. (n) Z [> A(r)Cos(r )P 1 (Cos(, )) 
p (m) RECH у) DEN) a V2Cosh(n)-2Cos(0,) | ut 
2 2 f (n) 


J 2Cosh(n)- 2Cos(6, ) ` je Bir (ол Pis (Cos(9, ) 


f. (n)Cos(en) 2 f. (n)Sin(zn) 
xP | A dl dÉ Wem ETA E zP, (Cos(0,)) dÉ "созк n)- KO 


-—+їт -—+т 
2 2 


Soit : А(т)= 


Si le fuseau conducteur est placé dans un champ électrique dirigé le long de l'axe z dans la direction 
négative. Alors cela indique que le potentiel à grande distance du fuseau retrouve le potentiel dû 
au champ électrique et que le potentiel à la surface du fuseau est fixé à Vo. Le potentiel à grande 


distance est donc de la forme : pim T(n.0)= Ez = Ег = Eoy Sinh(n) . Et la solution proposée 
ns Cosh(n)- Cos(9) 


peut admettre la forme : 


Sinh(n ) 
7 Cosh(n)- Coste) 


T(n.6)- E 


t J2Cosh(n )- 2С05(9 jeu (r)Cos(rn)+ B(r )Sin(zn) P, (Cos(9)) 


-=+іт 
2 


Ce qui donc aux limites du fuseau 0-0»: 


j Sinh(n) 
g Cosh(n)- Cos(9,) 


V, = + J2Cosh(n) —2Cos(9, [м (с)Соз(тп)+ B(c)Sin(rn)}P , (Cos(9,) 


= EPF 
2 


œ 


V, Sinh(n) ат {A(r)Cos(rn)+ В(т)$їп(тп)}Р | ү; (Соз(9, )) 


Eoy 3 — 
J2Cosh(n)- 2Cos(9;) (соѕит) О 
Il est clair que la partie constante en n de la condition aux limites correspond à une fonction paire 
de n donc permet la détermination du coefficient A(t), et la partie dépendante du champ 


électrique est une fonction impaire de п et permet la détermination du coefficient B(t). Il vient 
donc : 


d Sinh(n) 
2 (Cosh(n)- Cos(9, ) 


WP, (Cos(-6) 
А(с©)= T dÉ Cos(rn) ENT 
af (Cos(8, )) "созт n)-2Cos(6,) Созй(тт)Р | ` (Cos(65)) 
V2E y r Sinh(r)Sin(tn) 
B(r)= d ; 
Д3 Aa (Cos(6,)) | R (Cosh(n)— Соз(9, 


Une intégration par partie donne pour le coefficient В(т) : 


+00 
+00 


dn Sinh(n)Sin(zn) ic 2 - Sin(rn) | fan 2rCos(rn) 
0 (Cosh(n)- Cos (9, DA (Cosh (т) Cos(9, DE s 39 (Cosh(n)- Cos(9, DA 
dn Cos(rn) T= SE H ык а) 
0 (Cosh(n)-Cos(3, lz DE 
Ds (Cos(- CA ) 
= B(r)= 2EQY E 
Со5й(лт) P I. (Cos(8, )) 
SAT 
Soit donc finalement la solution : 
Б T Ka _ (Соз(—ө,)) 
Sinh(n j = Coslzn) 3+ 
Eo! cos) Cos(9) ` rom) ll Сни) P, (Соз(0,)) Cx ons 
54 


T(n,0)= P, (Cos(-6,)) 


T EU 


d Со5й(лт) Di (Cos(8, )) 2595 


-=+іт 
2 


= 2E,yJ2Cosh(n)- 2Cos(8 | d 


Application à des systèmes de révolution connus, R-séparabilité : coordonnées _inverses 
sphéroidales allongées 


Dans ce cas la fonction a la forme : 


Ge y _ „ Cos(0)Cosh(n)+ iSin(0)Sinh(n) 
Р Созу 10) `” Сози (п) Sin? (0) 
И QV, Cos(0)Cosh(n)+ iSin(0)Sinh(n) — => _ ; 
z+ip = f(n - i0) y о n >z+ip = f(n-i0)= f(n +10) 
Cosh(n )Cos(0) 
Cosh”(n)- Sin" (0) 
pex + y? x= p Соз(ф) ics Sinh(n )Sin(0) e 
| + iy = pe” 6: b = p State) = _ Sinh(n )Sin(0) Cosh*(n)- Sin (0) © (o) 
” Cosi? (n) - sin (6) la Sinh(n sin(0) 


in 
Cosh’ (п) Sin (0) el 
Une forme équivalente de la fonction de révolution est la suivante en permutant les deux 
coordonnées curvilignes : 


Z+ip= 


y 
Cos(0 1 20) Cos(0)Cosh(n)- Sin(0)Sinh(n) 
Cos(0 )Cosh( )+ iSin(0)Sinh(r) Cos(0 )Cosh( )+ iSin(0)Sinh(r) 
" Cos (8)Cosh^ (n) Sin (вт? (n) Cosh°(n)- Sin? (Ө) 
Avec la premiére forme, les calculs des fonctions de séparation donnent 


Lia VE y Я AN Sinh(n — i9) кү Sinh(n +16) 
кыре) Cosh(n —i0) Toro) У Cosh2 —18) Ee Соз (n +19) 
S'(9+i0)f'(n-i0)=7? EE > Cosh? (п) Cos? (@) 


(Cosh?(n)- Sin?(9)f 
Sinh(n)sin(0) m 3 ANS: _ 2_ > “Sinh2(n)Sin2?(0) 
Е = MAU) | ie) f(n i0)) 4p 4y 7) 


(Cosh? (n)- Sin? (ө) 


y? Cosh ? (7 = Cos (ө) 
f'(n+i0)f'(n=i0) _ ` (Cosh?(n)-Sin2(0)f | | 
(707 +1їө)— f(n-i0) ay2 Sinh m )5т? (@) 4 


(Cosh? (n )= 52 (0) 


Cosh2 Wa) 


Sinh ?(n )Sin š (0) 


1 


М) === s 
1 [ Sinh?(n)+ Sin? (Ө) 4Sinh2 (n) 
= + 0 

| Sinh? (n)Sin2 (0) an) zx )=> ш в 1 

; 4Sin? (Ө) 
De plus la fonction de R-Séparation est choisie comme suit : 
203,0) = elan Film) Ido 0) _  __Sinh(n)Sin(0) 
S n ) á à LÉ: deg j- Sin? (0) 
R1 (1,0) = Cosh? (п) Sin? (Ө) = R(n,0)= J Cosh? (п) sin? (e) 


=> рЁ? (n,0) = ysinh(n)sin(0) = e! = sin(o) el dt AM = у sinh(n) 


— [dn кп) = Log (Snh(n)+ Log(y) = F (а) = E0) - can) 
Sinh() 
> 14000) = Log (50) = 00) BEL cono)» Fi'(a)=-= L> ry) 


On obtient alors les équations séparées suivantes : 


Poro | | la (n) D'al | F (n) duet? 


Li po 
PME 
E), cy PD. | “кыяр Su eure od 
EE + corno) S Ach Aer rg * но 
"Del. mo(p)=0 
Seite 
Dalle 
_ sep, DE le g eO- Solution T(n,0,p)= 4 Cosi (n)— Sin? (0)н(т)Ә(ө)о() 
à ae 


Avec le choix de la fonction de séparation comme inverse de la racine carrée du rayon de 
révolution, on obtient d'autres équations séparées, il vient la R-Séparabilité-2 : 


280) rio) ZC ne Пи) Sal, аш oui? 


on on 2 
720) r,(9)220) | an 1), (0) 80 ZO, Aen 
age A = rino) | == nee " zl were AAO- 


Solution Т(п,0,ф)= | Crta S O (noo) 


Equations implicites des iso-surfaces du systëme de coordonnées sphéroidal allongé inversé 


Des expressions suivantes : 


|. Sinh(n)sin(0) |. Sinh(n)sin(G) с. |... Cosh()Cos(0) 
S SE Sin? (0) E eg TAS Sin? (0) Sao cur SR Sin? (0) 
[2 mue Sinh(n)Sin(0) x? + y? E Sin? (0) z? 2.2 Cos? (0) 
" Cosh2(m)=Sin?(0) Эти) ^ (сози (п) (ө) Cos? (m) ^ (сози) si^ (OF 

=g x? + y? s z2 = y et x2+y2 +z? =y? Sinh? (n)sin? (0)+ Cosh’ (n)Cos? (Ө) = y? 

Vinh (n) Сони (л) Сози (т) 50700) (cost? (п) si (6) Cosh*(n)=Sin?(0) 
x? + y? =y? Sinh? (n) z? _ 2 Cosh? (n) | z? x? + y? P y 
Sin'(0) ' (Cosh?(n)-Sin?(0)} Cos (Ө) ` (Cosh2(n)—Sin2(@)) ` V Cos (0) Sin(0) — Cosh^(n)- Sin" (6) 


On tire les équations implicites des deux iso-surfaces : 


n = Cste = x? + y? +2? = SE D 
Sinh’ (п) Cosh?(n) 


Ө = Cste > x? + y? +2? = = x +y" 
Cos2 (0) Sin? (0) 


Sur le plan d'une méridienne de ces iso-surfaces, nous avons : 


2 2 2 2 


x x y EH y 2 172 
n = Cste > (x? + y? J = + > U +y J = + tq a -b =1 
E re Í ) Cosh?(n) Sinh°(n) ( ) a b? 
2 2 2 2 
Ө = Cste => Li у} = © Y > (2 + у} = - = tq a? +b? =1 


Cos? (9) Sin°(@) a? b 


La courbe 9=Cste a une forme de lemniscate (courbe en 8). On peut ranger ces deux courbes dans 
des cas particuliers d'ovales (ou lemniscates de Booth) elles-même cas particuliers des spririques 
de Persée : 


(2 e»t = 2(ax? r bx?) c c=0 (3 + 2 = 2(ax? bx?) 
1 b 1 


n = Cste => a = = a<b 
2Cosh? (п) 25тй? (n) 

Ө = Сѕіе => a = A b = = а> Б 
2Cos?(9) 2Sin? (9) 

Les ovales ou lemniscates de Booth sont définies ainsi : 
n = Cste a = : b= 1 € =] — ovale 
Cosh? Sinh? 
(2 + y2 f za sebe i (п) i (п) 

Ө = Сяе = а = є = —1 — Іетпіѕсаіе 


Cos2 (9) = Sin? (9) 


Voici deux profils de ces courbes méridiennes : 


š 
— 1-0.25-»(x^ Eech > =) 
ot ] Cosh[n]2  Sinh[n] 


— 0: ->(x?+y? == ne „ ) 
7 


пт 
1r 
š " 

— mat (+ L 

oL l Cosh[n]2 Seat 
4 9 „2 
= @="->(x2+y?Y == ——- Е 
7 Cos[8]2 Guer 

-1 F 4 
2t A TY 2. L ra 2. Г 2. L ra A A 2. L п n A A 1] 


-2 1 0 1 2 


Ces courbes sont alors en révolution autour de l'axe des abscisses. 


Visualisation des iso-surfaces du système sphéroidal allongé inversé 


Iso-surface 9=Cste 


Iso-surface n=Cste 


Quelques problëmes qux limites sur le systëme sphéroidal allongé inversé 
Comme toute géométrie inversée, l'origine des coordonnées cartésiennes est située l'infini des 
coordonnées inverses. Le problëme extérieur électrostatique est donc un problëme dans un 


domaine limité des variables : 


Extérieur d N= me [0,0] et бе [0,7] Extérieur à 0-0, 0€ [o, CA] et ne [0,œ] 


Pour un problème aux limites sans dépendance azimutale, les solutions séparées sont de la forme : 


T(n.0)= Cosh? (п) Sin?(9)( AP, (Cosh(n))+ ВО, (Cosh(n))XCP, (Cos(0))+ БО, (Cos(9))) 


oü À est un parametre (ou ordre) des fonctions de Legendre en général entier (extérieur de l'ovale 
de révolution de Booth, toutefois rien n'empêche que À soit à valeur complexe, comme c'est le cas 
pour le problème aux limites à l'extérieur du lemniscate de révolution de Booth. 


A l'extérieur de l'ovale de révolution de Booth, compte tenu de l'impératif d'une solution finie, il 
vient une solution en série de fonction de Legendre d'ordre entier (polynôme) : 


Problème extérieur à ң=п me [0, no] et Oe [o.z] 


8 P,(Cosh(n)) 
T(n,0)= | Cosi? (n — Sin? ( 9 Z 4 A, P, > (Cos(0 P. (Cosh(m, ) 
Т(0.0)= f(0) => 4, == — ul d0Sin(0) /@) P. (Cos(0)) 


Cosh? (то ) — Sin? (9) 


Lorsque la fonction limite est constante, égale à 1 par exemple, les termes impaires s'annulent car 
l'intégrande est une fonction impaire, il vient donc : 


+1 +1 


2 [ax P,, (x) 52 [а 


Aule [Cosh (n6)-1+ x? 4n+1 +, 


Р,„(х) 
Sinh? (п „)+х° 


- —= >, (Cosh(n ) 
rín.0)= En SONT a ns (Co) lc) 


2n — 


Et un miracle s'opére en la personne de N.N.Lebedev dans son ouvrage « Special Functions and 
Their application, Prentice Hall 1965», car il nous donne en page 202 exercice 16, deuxième 
expression, la valeur précise de l'intégrale : 


T Р(х) 4P»,(0)0», (Соз (ше )) 
d EU =2P,,(0)0;,(Cosh Ay, = — 2 ° 
1 x Sinh? (no )+ x? 2 ( ) 2 ( 05 (т) 2 4л +1 
> T(n,0)= d Cosn? (n — Sin? ( 253 4P,, (0 JO. (Cosh(no уь (Cos(0)) Pan (Cosh(n)) 


n=0 4n+1 s i Pan (Cosh(no ) 


A l'extérieur du lemniscate de révolution de Booth, compte tenu de l'impératif d'une solution finie, 
il vient un développement sous forme d'intégrale de Mehler-Fock, en considérant À=-1/2+it comme 
Probléme extérieur à Ө= 0, 0€ [0,6, | et ne [0,œ] 


дату Усов) 80) | а AP à, CH 


Théorème de Mehler-Fock et transformation intégrale de Mehler-Fock 


Sous les conditions suivantes des fonctions f(x) (ou n, x=Cosh(n)): 
- la fonction f(x), x€[1,+=] doit être continue par morceau, et bornée dans chaque sous-intervalle 
[x1,x2] de l'intervalle d'intégration [1,* 99] (ou [0,+ce] dans la variable n) 


- les intégrales suivantes doivent étre définies : | d| f(x- om af dx|f GG) 3 Log(x) 


quelque soit la valeur a » 1 pris dans l'intervalle d intégration. 
- les deux conditions impliquent que la fonction est soit continue sur tout intervalle [0,a] pour a fini 
soit avec des points de discontinuité bornée, qu'elle doit s'annuler à l'infini comme e?" "avec £>0. 


Toute fonction continue ou possédant une discontinuité à la valeur n , peut s'écrire comme suit : 


+0) + 07 – 0) 
2 


= |н и, | (Costa) | as sme) ro 1. (Cosh(s)) 
55r A Ht 


Pes Jf(x+0)+ f(x—0) _ 


2 d SEN (feror, bz. (v) = y = Cosh(s) 


La < transformée de Mehler Fock > s'écrit: рт) = т Тапй(лт) | dn Sinh) SMP, (Cosh(n)) 
0 2 


Et la transformée inverse de Mehler Fock comme suit : / (n1 * 0* 707—0) _ je P, (Cosh(n)) FŒ) 
2 Hit 
2 


0 
Appliquons le résultat du théorème à notre problème aux limites, il vient : 


fn) dcc Tanh(zc P OS 
VCosh?(n )- Sin 2(0,) d X _ Ç ) E em) 
— т Tan (xt Í in fn) Cos t Тап (xt eg z 
AG )= h( ens h(n UEA E № h(n ))= A IE Dow Am) as ) 


La solution du probléme aux limites extérieur au lemniscate de révolution de Booth s'écrit donc : 
P | (Cos(0)) 


IT 


ы. Л) А 2 Е 
Alt) | dz у he T(n.0)= JCosh (n)- Sin e) Пава, жулуу 


-=+іт 
2 


Lorsque la fonction limite est constante, égale à 1, alors l'intégrale de А(т) est connue (voir 
V.Ditkine et A.Proudnikov, Transformations intégrales et calcul opérationnel, éditions Mir, page 417 
formule 12.13) et il vient : 
с РАО go Ө Раба) |, 
AG) lee Or JAE am KA T AE п) 


1 


455 КЭ 
= T(n,0)= y Cosh? (п) Sin? (0) | dt t Тапй(хт) 4 2 Pi. (Cosh(n)}? | : (Cos(0)) 


Application à des systèmes de révolution connus, R-séparabilité : coordonnées _inverses 
sphéroïdales aplaties 


Dans ce cas la fonction a la forme : 
y Е y Sinh(n +10) ЕР Cos(@)Sinh(n)+ iSin(0)Cosh(n) 
Sinh(n—i0) 5іпһ(п —i8)Sinh(n +10) Cosh? (n)- Cos? (0) 


cip оу осн) TT sn +10) 


z +ip = 


SS Cos(0)Sinh(n) 
Cosh? (n)— Cos? (0) 
p= Vx? д8 y? Е | =p Cos(e) 6: mie Sin(0)Cosh(n ) Costo) 
x- iy = ре? y = pSin(p) У Sin(0)Cosh() 24 Cosh? (п) Cos? (0) 
Cosh? (n)— Cos? (0) 7 Sin(0 )Cosh(n ) Sin( ) 
Cosh? (п) Cos? (0) 


Une forme équivalente de la fonction de révolution est la suivante en permutant les deux 
coordonnées curvilignes : 


ÉD == 2 ï y =i у 
5їп(Ө +in)  Cos(0)Sinh(in)+ Sin(0)Cosh(in)  Sin(@)Cosh(n)+ iCos(0)Sinh(n) 


iSin(0)Cosh(n = Cos(0)Sinh(n ) oo 


Cos(6)Sinh(n)+iSin(0)Cosh(n) ^ Cos(O)Sinh(n)+iSin(8)Cosh(n) 
7 Sin 2(8)Cosh? (n) Cos? (0)Sinh? (n) А Cosh? (п)— Cos? (0) 
Avec la première forme, les calculs des fonctions de séparation donnent : 
: ; е Cosh(n _ 10) А Cosh(r * 10) 
tip = 9)=_ 1 '(n -i0)= '(n +i0)= 
Phe e) Sinha i0) ^ g ” Sinh? (n -1) (1319) Sinh? (n +10) 


2 Cosh(n -i0)Cosh(n +10) ый Cosh? (n)— Sin? (Ө) 
Sinh? (n —i0)Sinh2 (n E ið) (Cosh? (n) Cos? (0) à 


f'm-+i0)/'(n-i0)= y 


Sin(9)Cosh(n) 
Cosh? (n ) — Cos? (0) 


PEY 


f'(n+i0)f'(n-i0) _ ; (os cor or _ [eec en 


(f(n+i0)- f(n —i0)) Ay? Sin? (0)Cosh? (n Cosh? (п)5т? (0) 
(Cosh?(n)- Cos? 0) 
I | i z )- z1(1)+ zo (0) a ығ 
4| еттт SO), ARRET meme 
š x2(9)= 4Sin2 (0) 


De plus la fonction de R-Séparation est choisie comme suit : 
R2(n,0)= Jan FAM) 14066) a p= Sin(9)Cosh(n) 
EE < SE Cosh? (п) Cos? (0) 


> R? (1,0) = Cosh? (n)— Cos? (0) Ria. gl Сор? (п) Cos? (0) 
=> pR°(n,0)= ySin(8)Cosh(n) > el10710) _ Sin(0) enn) = y Cosh(n) 


= dg atta) sag (casto eres) oe О ye) 


Cosh(n) 
=> [аө F,(8)= Log (Sin(0))= F, (6) Ped Cotan(0) 
TORE PE 
_ (т) Cosh? (п) Ё Eee 


On obtient alors les équations séparées suivantes : 


о ЕЛЕ о, dai? 


an? 2 4 


= SE | G tr (0), 249). P Hei 


2 4 


4Со5й? (n) | 2Cosh?(n) | 4 


Se р corno) ат = 


CH. anni) be 1) 1 1 . Tanh° (n) dad 


PH. roD. | T Ï 1 dad 
oeh" n 


"4 
1 m? 
€ OU) Рід @(0)= 0 
20? 20 | 4 "m (6) 


1 
En posant a = À go communément а = p( p +1) 


£0) rann) EE, Zen dad 


Cosh? 


> E | l leit Solution T(n,0,o)= (со) Cos? (ө)н(т)ә(ө)о(о) 


Avec le choix de la fonction de séparation comme inverse de la racine carrée du rayon de 
révolution, on obtient d'autres équations séparées, il vient la R-Séparabilité-2 : 


ED à кН) G la (n) FG) | HN dai? 


ôn? 2 
£90 кө) „(ш 1x2 (0) = 0) e а обо 
1 _ |Cosh2 (n)- Cos? (0) Е 1 ; 1 _ _ 
RQ Ge Je Haal | ОО Za G)= ACosh? (п) ° x2(9) ASin? (Ө) Fn) SE S 
Cant, Let 


Solution T(n,0,p)= [EO olojo) 


Equations implicites des iso-surfaces du systëme de coordonnées sphéroidal aplati inversé 


Des expressions suivantes : 


Sin(0)Cosh(r) Sin(0)Cosh(n) с. Cos(0)Sinh(n) 
Co: = A = 
4 Cosh? (n)- Cos2 (0) "che T Cosh? (п) Cos? (0) ino) Z Cosh? (n)- Cos? (0) 
[5 2 Sin(8)Cosh(r) x? +y? 2 Sin? (0) z? 2 Cos? (0) 
x + У — y 2 2 2 = y Б 2 = y 
Cosh (n)— Cos (ө) Cosh (n) (Cosh?(7)-Cos?(0)} Sinh (n) (Cosh?(7)-Cos?(0)} 
ER 2 2 
S + | = = 5 у 5 et х2 +y +2? = 5 y 5 
Соѕһ? (п) Sinh°(n) Cosh? (п) – Cos? (0) Cosh? (n)— Cos? (0) 
х? + y? = Cosh’ (п) z? _ 2 Sinh? (n) d + y? z2 y 


Ssmo) 7 (Созл2 (л) Соѕ2(0)) ` Cos?(6) = л, Cos2(@) Совт? (п) Cos? (0) 


On tire les équations implicites des deux iso-surfaces : 


n = Сяе = x? + y? +2? = x + ° + D 
Соѕһ2 (п)  Sinh?(n) 


2 2, 2. 
0 = Сме х2 + y! +z? = | Zoty 
РЕ "n Cos? (Ө) 


Sur le plan d'une méridienne de ces iso-surfaces, nous avons : 


2 2 2 2 
= Cst y a к а eX ga b-a =l 
hr es a 1 ste = >) Sinh? (n) cet 2 a p 1 “ 
2 2 2 2 
Ө = Ся сареи Y 24y} =* -2 jy a2+b2=1 
ste = >) Sin? (0) cag? >) 2 p | Š 


La courbe ü=Cste a une forme de lemniscate (courbe en 8). On peut ranger ces deux courbes dans 
des cas particuliers d'ovales (ou lemniscates de Booth) elles-méme cas particuliers des spririques 
de Persée. Les ovales ou lemniscates de Booth sont définies ainsi : 


n = Cste a= € =1— ovale 


2 
е +y?) = ах? + єрх? 
Ө = Cste => а = 


€ = –1 — lemniscate 


Voici deux profils de ces courbes méridiennes : 


2 
— n«025-» (d n + L =) 
0 pug Coshin] 
— ө нура) 
Sin[8]< Cos[6] 
-2 
-4 
-4 -2 0 2 4 
3 
2 
1 
И) 
0 = Coshin] 
y? 
= E 
-1 
-2 
-3 
-3 -2 -1 0 1 2 3 


Ces courbes sont alors en révolution autour de l'axe des abscisses. 


Visualisation des iso-surfaces du système sphéroidal aplati inversé 


Iso-surface 9=Cste 


=Cste 


Iso-surface 


Les deux types d'iso-surfaces 


Quelques problèmes aux limites sur le système sphéroidal aplati inversé 
Comme toute géométrie inversée, l'origine des coordonnées cartésiennes est située à l'infini des 
coordonnées inverses. Le problème extérieur électrostatique est donc un problème dans un 


domaine limité des variables : 


Extérieur d N= me [0,0] et бе [0,7] Extérieur à 0-0, 0€ [o, CA] et ne [0,œ] 


Pour un problème aux limites sans dépendance azimutale, les solutions séparées sont de la forme : 


T(n.0)= JCosh° (n)— Cos? (0)(AP, (iSinh(n)) + BO, (iSinh(m))XCP, (Cos(9)) + ро, (Cos(0))) 


oü À est un parametre (ou ordre) des fonctions de Legendre en général entier (extérieur de l'ovale 
de révolution de Booth, toutefois rien n'empêche que À soit à valeur complexe, comme c'est le cas 
pour le problème aux limites à l'extérieur du lemniscate de révolution de Booth. 


A l'extérieur de l'ovale de révolution de Booth, compte tenu de l'impératif d'une solution finie, il 
vient une solution en série de fonction de Legendre d'ordre entier (polynôme) : 


Probléme extérieur à n=n0 me [o, no] et бе [0,7] 


8)= | Cosh?(n — Cos? ( 23 АР, (Cos(o EE ) 


in /@) 05 
EIL e) Cosh’ (по )— Cos? (0) i P e» 


Т(по.0)= f(0) => 4, = 


2n+1 


Lorsque la fonction limite est constante, égale à 1 par exemple, les termes impaires s'annulent car 
l'intégrande est une fonction impaire, il vient donc : 


+1 +1 


2 [ax P, (x) 2 [ax 


Aule [Cosh (ny) 1+? 4n+1 +, 


Po (x) 
Sinh? (n „)+х° 


- TR >, (Cosh(n ) 
г.в) = En = cor) 35 ал, cose) Zn Cor 


2n — 


Et un second miracle s'opére toujours en la personne de N.N.Lebedev dans son ouvrage « Special 
Functions and Their application , Prentice Hall 1965», car il nous donne en page 202 exercice 16, 
premiére expression, la valeur précise de l'intégrale : 


+1 š „ст. 
(ar Ë) =з, (0)о,„ (њи) а, = Ss OX Sm) 
H Cosh Zil 2 4п +1 


= T(7,6)= d cosi? ()- Cos (9) Y` Ar, IO Kin, (iSinh(no )) Р» (Cos(9)) Pis Sinn) 


n=0 An+1 Pon (iSinh(n,)) 


A l'extérieur du lemniscate de révolution de Booth, compte tenu de l'impératif d'une solution finie, 
il vient un développement sous forme d'intégrale de Mehler-Fock modifiée, en considérant À=- 
1/2+іт comme imaginaire : 
Probléme extérieur à 0-60, 0e [0,0,] et ne [o, oo] 
Pm (iSinh(n))+ P ED (-iSinh(n)) P,  (Cos(0)) 
2 2 


——т 
2 


TT апй(лт) 
Созй(лт) a 2 P, (Соѕ(0,)) 


——+ї 
2 


T(n.0)= JCosh?(n)- Со) [ ar 


Transformation intégrale modifiée de Mehler-Fock 


Toute fonction f(x), x€[-=e,+ee] peut se représenter sous la forme d'une double intégrale sur tout 
point sans discontinuité de valeurs : 


P, (iSinh(n))+P, (-iSinh(n)) 


——-it ——-it 
2 2 


2 


х f 4 Cosh(e) f (ç) — 
тТап!(лт) d 2 


Cosh(xr) Pie (iSinh(n))— Pike iSinh(r)) 


IT 


fm) = [ат 


x 


i P, (Sinh(c))- P, (= iSinh(s)) 
x [ dç Cosh(z) f (s) — 


2i 
+ 


SC? 2i 
EUM (ix) + Pu = ix) H OM (iv)+ Fit iy) 
2 2 d 2 2 
а far t Tanh(zz) 2 | TARDA 2 + x= Sinh(n) 
o  Созй(ле) P, (ё)-Р, Ça). P>. S ms y = Sinh(c) 
=. [dy 70) — 
i Sc 2i 


Sous les conditions suivantes des fonctions f(n) : 

- la fonction f(x) doit être continue par morceau, et bornée dans chaque sous-intervalle [x1,x2] de 
l'intervalle [-ee, +оо] 

- les intégrales suivantes doivent étre définies : 


[ж fool] 2 Log(l + WI et fax f(x) Logli + x): 


—00 


quelque soit la valeur a > 0 pris dans l'intervalle d'intégration. 


Sila fonction f possëde une discontinuité à la valeur n, on écrit : 
P, (iSinh(n)+P, (-iSinh(n) 
=E => PET. 
2 2 


x 


2 
Р: (Sinh(ç)+ P, | (-iSinh(s)) |* 


——tIT 


х | dç Cosh(e) f) — 


/@ *0)* 0-0) „| ши) 2 ç 
2 Cosh(zz) | (Р, (iSinh(n))=P | (-iSinh(n)) 
PR gu d 
2i 
LE Pi, Ч5їїє))-Р ı (-iSinh(s)) 
x | dç Cosh(s) f (s) — = 2 


—00 


Py (ix) P | (- ix) 


cQ = Ht 
2 
P, (P, (Cp) |" 


Ke = Ht и 
х J ly f (y) 2 x = Sinh(n) 
= 


Cosh(xr) Prie. (ix)- P , h (-ix) = Sinh(c) 


——*it —*it 
2 2 


zc еар _ Í t Tanh(zr) 


e P, (@)-P. Cb) 


3 E 2 
] dy fQ) > 


Deux cas particuliers simplifient les formules lorsque la fonction est paire (et qu'elle n'a pas de 
point discontinuité), ce qui est d'ailleurs notre cas pour le problème aux limites extérieur à la 
lemniscate de révolution de Booth : 


Т, D js Gx)+P1, (ix) „o Ta (iy)* P | | (7 iy) 
т lan TT ER CO EE 5+" S 

d 
Cosh(xt) 2 | y SO) 


fŒ) = 2f dr 
0 


Lorsque la fonction est impaire, il vient (et qu'elle n'a pas de point discontinuité) : 


c Tanh(ar) + Wel, Jl, El C) 


Cosh(xr) 2i | Jam | | 


f(x) = SÉ = 


Pour revenir à notre problëme, en appliquant la condition aux limites, la solution est de la forme : 
P, (iSinh(n))+P | (-iSinh(n)) 
2 IT Fo 


hace fn) 
si aus zial Сол? (п) Cos? (бє) 2 
P, (iSinh(n) + Pt z (—iSinh(n)) LEN (Cos(9)) 


cl = = t. 
=2| а 
Í d Cosh( лт) а(0) 2 P, (Cos(9, ) 


Avec une fonction limite constante, le terme A(t) se calcule (voir N.N.Lebedev et l.P.Skalskaya, 
« Integral expansion of an arbitrary function in terms of Spherical functions »,1966, PM.M 
Vol.30.N°2) et la solution s'écrit : 


às Pi HP: Ci) so Pi ЕР P, (a)+P, Lal 
Ат)=2{ dy mit zd zi di ue rt RE X T P : (о) => +L FT EE HE 
о 2+2 - 05? (6%) ; 2/1+ y? а? Cosh(zr) Jan p 


P a (Coslo0)+P „С сое) P smt) P à, aal 


-2 | ar EE, WE 2 > P, „(Cos(9)) 


Cosh?( Em Ру EFE oJ) 2 tir 
-учт 


Application à des systèmes de révolution connus, R-séparabilité : le système cardioïde de révolution 
ou « parabolique de révolution inversé » 


Dans ce cas la fonction a la forme : 


—iQ)- C "A C 
TN ae et "be erla 
efe — Ө? )+ 2in0) em -0?)+ 2in0) А cn? E )+ 2in0) 
—i0)- = —i0)- 
7010) à: - 02) +47°0°) op eor +270) A i: 2(1? +0? y 
La forme équivalente par permutation des deux coordonnées curvilignes donnent : 


e ER c 8 c _ c 
т) CET ano + 


Les coordonnées cartésiennes sont donnés par : 


Sa chn? -0°)+ 2in0) . i-e) -@?) og 
MONETE Uwe] C ese 
Séi (n? -@?) 
20° «ef 
p = үх? + y? s = a NEN SUN 
x+ iy = pe? y = pSin(p) =: 10 (n° + 0° 
= (т + ө? _ no ; 
y Ss 15 ) Sin(g) 


Les calculs des fonctions de séparation donnent : 


z+ip = f(n-i0)- f'(n-i0)= ; < f'(n+i0)=- 


f'(n i0)f'(n i0)= 
(12 +02) 
2432 
pc no = (fn i0) f(n 10) = 4p? = Ac? n^0 
E (2+6?) 
p. 
f'(n+i0)f'(n-i0) = (7° +0? 1 n° +0? 
(fin +20) fi 10) дс? n°0? 4\ 20° 
— 4c Я 
(12 +02) 
111 1 1 1 
ü E JE x2(9)= и) т zx EDT 


De plus la fonction de R-Séparation est choisie comme suit : 


R?(n, 9) = е^ ые) ap oe. 10 
P. (n ) p (n° +0) 
= R?(n, 9) = (n° «ef => R(n,0)=n? «e 
=> pR2(n,0)= en0 = eld FO) =Q el) =cn 


= [dn F(n)= Log (n)+ Log(c)= ES 


5140 F.(9)- Log (0)= (0) у= hale Pilze 


On obtient alors les équations séparées suivantes : 


Ən? ô 327 4 
НИ 

» Ë. zz Е ir » | e el 
"Del. га) 
4 laut 

= 200), 10 fi leien ишон гөн? erte 
"lei 


Avec le choix de la fonction de séparation comme inverse de la racine carrée du rayon de 
révolution, on obtient d'autres équations séparées, il vient la R-Séparabilité-2 : 


HD à r (Ç e) len 1) (а) F'(n) Ai) dai? 


Ən 2 
= 2 r (0) LQ | т 1); (0) D SN | ent 
l ( 2+0? 1 
по) L = noe KA p) а il e Sid il 
CC Hal 


Équations implicites des iso-surfaces du systëme cardioide de révolution 


Les expressions suivantes aboutissent à la fonction implicite des l'iso-surface u=Cste et v=Cste 
dont les méridiennes sont des courbes cardioïdes 2D : 


2. 12 
xo LE —Cos(e) y=—“ Sin(p) ult p = ух? +y? 
E, (и? +02) (u2+v2f 
и =Cste > p? + z? = => ( ETE) 
4u 


1 
v = Cste = p? +2? = ( р? +2? :) 


Pour s'en convaincre, passons dans ип système еп 2 dimensions sur le plan d'une méridienne : 


z>x р-у 


и = Cste = x? + y? = : ( x? + y? ex) ZEE +y 
=> 4u 


2 


v = Cste > x? + y? = ( x^ +y x) É ) 
2 v = Cste >| x< + 
4v ы 4v? 164 


Equation implicite d'une cardioide 


u = Cste > a = 8 
4и 


(2 + y? нах) = ali + 2) 
v = Cste > a = — 
4v 


Limaçon de Pascal (x2 + y? +еах] = a?(x2 + у?) »e-l Li + y? +ax) = а? [e +y?) cardioïde 


Visualisation des iso-surfaces du système cardioide de révolution 


Quelques problèmes aux limites sur le système cardioide de révolution 


Etant donné que ce système est obtenue par inversion par rapport à l'origine des coordonnées du 
système parabolique de révolution, les problèmes extérieurs concernent des intervalles bornées des 
х= — Соз(р ) 


2 2 
y=— Y sine) к=" =”. 
variables u,v contenant 0: nm n (и? +2). 
Axe z— u-0 ou v=0 et и=у 


Plan (x, y) —u-v 


Les solutions des problèmes extérieurs électrostatiques d'un cardioïde porté 1=u0 ou v=v0 qu 
potentiel VO ont la forme suivante, compte tenu de la finitude requise des solutions : 


= fv) > T(u v) - (и? t v?) Ç der eler) 


Problème ue [0, шо] VSE DÉEN Т(и,у) 1 (ти ) 
o zo 


H=Ho 


Problème ие [0,25] ve [o.v] 11772 = f(u) > T(u,v)= Li t v?) f der (tee 
o oV Vo 


On reconnaít là des transformations de Hankel. En appliquant la condition aux limites, il vient la 
forme générale des solutions en déterminant par inversion de la transformation de Hankel le 
coefficient A(T) : 


Probléme ue [0, и] v [o, t со] fe) у) = [arr т)Ло( ту) ЕС | (x) do) 
мо’ +v? 
Problème ue [0,25] ve [0. v] LC) NE [та т)Ло( ти) 9- fun LA 


H +Vo 


Lorsque la fonction limite est constante, on connait la transformée de Hankel de l'intégrande sous 
la forme d'une fonction Bessel K : 


/()=% AG)= Jar career) - Kor uo) 40)= f dxx- a Jolrx)=Ko(rvo) 
Problème As uo] у e[0,40]>T(uv)=Vo(u2+v [arr Kolen Wa 


+00 


Problème u e[0,+œ] v e[0,vo] > ar) Hu e?) f der Koleva) E Ho (re) 
0 o XC Vo 


Application à des systëmes de révolution connus, R-séparabilité : le systëme sphëre-tangentielle de 
révolution ou < cylindrique inversé > 


Dans ce cas la fonction а la forme: io –:0) = < = c(n +10) 
` n —i0 n? +0? 


<> f(0+in)==_@_. Les coordonnées 
` i 0-ir 


. c(n + i0) n 
2+1р 219g? "wie = n? +0? 
26 >" 2 
cartésiennes sont donnés par : == Due 
хаус pet L=PSin(e) E CR 
2 2 
EI =c = => Sin(@) 
T + 
Les calculs des fonctions de séparation donnent : 
C C C 
үрө T2) _ ' T2] MN ' +70 =- 
z+ip= f(n-i0) SC f'(n-i0) eT f'(n i6) SEET 
2 
f£ +i6)f'(n -i0)=— 
(2 +02) 
d QW 2 2 9? 
p=c e (f(n*i0)- f(n-i0) =-4p? =-4с 
n +0 (12 +62 
_ e 
f'(n+i0)f'(n - i0) (12 +02 1 1 
= = = + 200) = 0 9)=-— 
Ga +i0)_f(n —i0))? Pe Ө? 402 an) zl xn) x (0) 402 


De plus Іа fonction de R-Séparation est сһоіѕіе comme suit : 
pR2(n,0)= eE Melre) er р=с = = => R2(n,0)=n°?+02? => R(n,0)= Jp? «e? 
п + 


= pR2(n,0)= c0 > е! FO) = сө en in) — | 
= [dn A(n)=1= F(n)=0— F'(n)=0 


=> [аө F,(0)- Log (0) Log(e)= Pall 7, = F;'(6)- — 


On obtient alors les équations séparées suivantes : 


E), yel | an dit, 880, GM) ui? 


ôn? 2 4 


| | А En posant À = —a 
en. д, 850), o= 

EVET A -о 

= 
PR 
P + aH(n)=0 

=> zel) , 1 900) | i s Solution Т(п,0,ф)= үп? +0? н(п)ә(0)Ф() 
„олса 0 


Avec le choix de la fonction de séparation comme inverse de la racine carrée du rayon de 
révolution, on obtient d'autres équations séparées, il vient la R-Séparabilité-2 : 


Cem RI | (ame Dai Gr): F'(n) pl dai? 


2-90), (072201. G ORAON 50), Jee: о 


00) 7 => R(n.0) = Te nfn)=0 ег (0) " En) em dese 
Hl, ан(л)=0 

ЗА поп = n? +0° 

ENSEN [ue oe: Solution. T(n.0.9)- F> =( H (n)8(0)@(p) 

o0? 40? 


РА 


Equations implicites des iso-surfaces du système sphëre-tangentielle de révolution ои « cylindrique 
inversé » 


Les expressions suivantes aboutissent à la fonction implicite des l'iso-surface u=Cste et v=Cste 
dont les méridiennes sont des courbes cardioïdes 2D. 


0 7] 2 2 
x-c Со5(ф y=c Sin(o ЕЕС р= үх +у > p=c 
n° +0? ( ) n° +0? ( ) n° +0? 2+0? 
Ө = Сяе = x? + y? +2? = c? : = 8 24 y? 
n* +0? Ө 
2 2 Z 2 
2 2 2 zc C C 2 2 C C 
n = Cste >x“ +y +2 = =0— x" +y +|z—— | = 
n n+0' n°+0° | Si 4р2 
Ө = Cste х? + у? +2? SC x?- y? Tore de rayon intérieur nul 
2 2 
т = Сяе => x^ +y? +| z 2 = < Sphère tan gente de centre 0,0, < et de rayon 8 
2n 4g? 2n 2 


Visualisation des iso-surfaces du systëme sphëre-tangentielle 


Voici les deux types d'iso-surfaces du systëme sphëre-tangentielle, les deux sphëres tangentes à 
l'origine et l'anneau de rayon intérieur nul : 


Quelques problèmes aux limites sur le système sphëre-tangentielle 


Problème extérieur électrostatique des deux sphères-tangentielles de même rayon portées à des 
potentiels V1 et V2. 


Les limites des domaines sont déterminés par les deux iso-surfaces v=+v0 et v--vO. L'extérieur des 
sphères est alors déterminés par l'intervalle v €[-vO, у0]. Le point х=у=2=0 représente dans cette 
géométrie inversée le point à l'infini. La coordonnées и varie de O à =. D'après les équations 
différentielles séparées les solutions non dépendante de l'angle azimutale sont de deux formes : 


Es т, С 
N(v)= ce?" +de 1 N(v = cCos(qv)+dSin(qv) 


Etant donnée la configuration des coordonnées, si l'on développe la solution sous une forme 
intégrale de paramètre q variant de 0 à l'infini (un spectre de valeurs propres continu) alors les 
conditions de finitude des solutions se pose, et l'on doit choisir le premier jeu de solution sous la 


forme: Т(и,у)= «ји? ev? [ dq J (qu)(A(q)Cosh(qv)+ B(a)sinn(qv)) Le probléme aux limites général peut 
0 


se décomposer en deux sous-problémes sur lesquels les fonctions limites sur les deux sphéres sont 
soit symétrique, soit anti-symétrique. L'un et l'autre des problémes se construit alors avec des 


fonctions paires et impaires en v. Il vient : r(,, v) - Ju? +v? faa (aJ A) Cosh(qv) - в(а) e 
0 


Cosh(q vo) | Sinh(qv,) 


On reconnaít facilement ce développement comme une transformée de Hankel. Les coefficients 
A(q) et B(q) se trouve alors par inversion de la transformation de Hankel. Par exemple si f1(u) et 
f2(u) sont les deux fonctions limites sur les sphéres S1 et S2, il vient : 


а = fa qA(q)Jo (qu) Ecg = Је 48(9)7,(аи) 


Au) (и), 


= A(a)= Ta GER olgu) ` B(a)- Ta u 


0 0 24 H^ +vo 


= Jolan) 


Лл(и)- м), 
EE 


Lorsque les deux fonctions limites sont constantes, le calcul se simplifie car l'on connait la 
transformée de Hankel des fonctions intégrandes 


bat, bb F 
Aal 252 fdu olan) ` B4)- 277 [du = Z = Volan) 
0 


d lu? +v, l'u? +vQ? 
WAN —qV = —qVi 
B Ja) =з} ЕЕ в(а)- ARE о 
н? tvo q 2 q 2 q 


Et la solution du problëme s'écrit alors : 


+œ 
V. +V. e qo Cosh(qv) | V, -V. e 1" Sinh(qv) 
Т(и,у)= үи? ev? A [агу 2 [ал асани, 
(шу) = Ju S 2 Ja olau) ео | da olau) Е) 


+00 
Comme Í du 
0 


Problème extérieur électrostatique du tore rayon intérieur nul porté au potentiel VO 


Dans ce cas la surface и =u0 est la limite du domaine extérieur et , la coordonnées и varie de O à 
LO, tandis que la coordonnées v varie de -c à *ee. Dans ces conditions la fonction en v doit rester 
bornée donc sinusoidale par nature et de méme la fonction en и reste bornée en 0, soit une 
fonction de Bessel І. II vient une solution sous la forme intégrale de Fourier suivante : 


To 


+œ I 
TG) = Va ev? Ian 20080 (Aa) cosa) gieler) 
0 0 
Là encore en décomposant une fonction limite quelconque en sa partie paire et sa partie impaire, 


et en prenant l'inverse des transformations de Fourier Sinus et Cosinus, on détermine les 
coefficients A(q) et B(q) : 


oo 


ЕЙ LIVE TEE, uo d je Лечу) ` 4.2 Í EE 


2 2 [шо? +v? T + lug +v? / 


+œ 
Т(и,у)= үи? +v? f dq 7 
0 


Io (qu) (A(g)Cos(qv)+ B(q)sin(qv)) 
olano) 


Si la fonction limite est constante alors le coefficient B(q) s'annule et l'on connaît la transformée de 
Fourier de l'intégrande : 


/%)-% = л) /-6)-о= 46-28 fa- ` sin 


п 2 2 
о уло +V 
+00 


+00 | 
Сотте Í av Ce)... e (quy) Tlu v)= Z Ju? +v? Í dq It Ehnen) 
л 


0 Lo? +v? 0 Hi quo) 


Application à des systèmes de révolution R-séparabilité : coordonnées du Limacon rotationnel, 
contribution de René Lagrange «Les familles de surface de révolution qui possèdent des 
harmoniques, 1939 


Dans ce cas la fonction a la forme : 


z +ip = 0-16) = спат 110) => z+ip= f(n -i0)= f(n +16) 


e f(0 +in)= us 2 соат ZA Ll ) = C) 


< E cH DEET 


y = pSin(o) 2i 


= (707 +0) f(n-i0)f =-4p? 


x+ iy = ре! 


+79 Sin(0 )+ iSinh —i0 — Sin(0 )+iSinh 
On sait que ДЕ > ) = Sols ui > iCotanh( 2 J = D SN 
—i0 үү Sin^(0)— Sinh? (g)-2isinh(n)sin(0) _ Sinh? (n)— Sin? (0)+ 2iSinh(n)Sin(0 
Së АСЕ 2 )) | Län A d 4 е D | | 
Sinh! (п) Sin? (0)+ 2iSinh(n)Sin(0) 
4(Cosh(n)— Cos(0)) 
Sinh" (п) Sin? (Ө) 
4(Cosh(n)— Соѕ(0)) 


=> z +ip = y 


2Sinh(n)Sin(8)Cos(o) 
= х= у : 
2Sinh(n)sin(0) 4(Cosh(n)- Cos(0)) 
p-y 7 > ; Я } 
4(Cosh(n)- Cos(0)) "E 2Sinh( )Sin(0)Sin(g) 
4(Cosh(n)- Cos(0)) 
Les calculs des fonctions de séparation donnent : 


ep = ла) сн) f'(n-i0)= á К f'(n +i0)= 


asine (= 


SCH 22 соң" Sal 2с (1719 kel? 32) 
f'n+i0)f'(n-i0)= | ee 


GM 


= y? (Cosh(n)+ Cos(0)) 
za? = SE = Cosh(n)- Cos(0) 4(Cosh(r) - Cos(0))' 


( Së заў _;9Ÿ = 2 2 Sinh! (n sin (0) 

(Cash) Cosa) CO A k AR c oo caso 
у? (Cosh(n )+ Cos(0 y 

fn +i0)f'(n-i0) _ (Соз (т )— Cos(0 y (Cosh(n)+ Cos(0)X(Cosh()— Cos(0)) 

(f(n+:0)- f(n-i0)ÿ ay? Sinh ?(n)sin (0) ASinh" (n Sin" (Ө) 

(Cosh(n)- Cos(8))' 

Созй? (п)- Соѕ (0) | Sinh? (n) Sin (0) 

ASinh (n)sin?(0) ASinh" (n Sin" (Ө) 


= х(п)+ Eé (0) Jorme recherchée 
| t 

ASinh" (n) 4Sin (0) 

De plus la fonction de R-Séparation est choisie comme suit : 


am)-- et 2(0)=- 


R2(n,. 9) = elan Fin) 405) p = y 2Sinh[n)Sin(6) 
p (n ) o S E (Cosh(n)- Cos(0))° 
= R?(n,0) = (Cosh(n)- Cos(0) = R(n,0)= Cosh(n)- Cos(0) => pR?(n,0) — 2y Sinh(n)sin(0) 
=> ell) = Sin(9) её е!) = 2, Sinh(n) 
F(n)= Cotanh(n) 
Е'(п)=- 


F, (ө) = Cotan(0) 

M M 
Sin? (Ө) 

On obtient alors les équations séparées suivantes : 


EH ne и) кшш) dai? 


= [dn (п) = Log (Sinh(n))+ Log2y) > | 


= [40 (0) = Log (Sin(0)) > 


on 2 4 
E | r (9900 Mam 1:00) nu) | zu | o: 

len E K н л ЕЕ 
net, [Et] Cm 98 
ô? H( ) eH( ) 3 1 1 1 1 x 

> SC рл) F f Е тета 25а (п) 4 4Sinh?(n) AUX 
г2ө(ө) 25 aolo) T 1 l eeu 1 ТА 
Оа" 1-4 Lee 2sin'(0) 4Sin? (0) 4 den ; 
SE | uu dad 

n inh°\n 

e^e(o) aolo) | 1 m 2 
gr + Cotan(9) se. | à Sin? (0) i EE 

En posant œa = À d communément o = p(p +1) 
PE à Corann) iu) la | БЕН =o 

> £90) , cou) 0 + le elei? Solution Т(п,0,ф)= (Cosh(n)— Cos(0))H(n)o(0)b(e) 
dp). (o) 

do? 


Les solutions sont identiques à celles du système, sphéroïdal allongé et inverse sphéroïdal allongé. 


Avec le choix de la fonction de séparation comme inverse de la racine carrée du rayon de 
révolution, on obtient d'autres équations séparées, il vient la R-Séparabilité-2 : 


HD. say. am jg) DI, EO o 


òn? Ô 
280) TS le Ñ io DI, EO, eet - 


1 Cosh( )- Cos(0) Gë c 1 ^ 
SE = ЭТУ na- ar) et AO) Е(п)= F.(0) 


1 
En posant À = а + E communément а = p(p +1) 


&'H(qg).| 1-4m 1 
-=-a t H(n)=0 
ôn? B ASinh'(n) 4 a FAQ) 


2 2 
EK, | ss @(8)= 0 
00 ASin(0) 4 

En revenant à la R-Séparabilité-1, on peut vérifier directement la séparation des équations en 
injectant dans le Laplacien du systéme de coordonnées les solutions R-Séparées du systéme de 


coordonnées du Итасоп rotationnel et en introduisant successivement les deux variables de 
séparation : 


Solution T(n,0,9)— Coshr)- Cos(9) Hin og klo) 


V Sinh(n )Sin(0) 


2 Cos(0)+ Cosh(n) Ss x Sin? (0)Sinh2 (n) 
(Cosh(n)-Cos(9)) °” (Cosh(n)— Соғ(0))“ 
3 Sin(8)Sinh(n XCos(0)+ Cosh(n)) 
(Cosh (n)- Cos(0)) 


xm Lei g 22 g ai д | g leave 


811 = 822 = 4а 


g =V 811822822 = 8а 


g gy 01 822 00) 0Ф\ 833 09 
2 2 2 
=> E a H) H(n) + Соат) Ig elo) + Coran (p) 49 9) + І + 1 d. Ф() =0 
Н()\ dn? dn J ©()\ аө? dëi Sin? (0)  Sinh^(n)) de? 
2 2 
Ea И HQ) + Cotanh(n) ан(п) + MK PE) + Cotan(p) 49 8) 
H(n) ап dn ) Ө(Ө)\ аө do J) 1 Lele) o 
1 1 Ф(ф) аф 


_ Hü) dn 2 аб КЕ 1 die 
| TEN. J Ф(ф) аф” 
Sin? (Ө) Sinh? (n) 
1 (a?n(n) ан(п)\ | aolo) TE dolo) EM NEN 
o qo SEND | д EE P CE) 
1 ( d*H(n) dH(n) m°H(n)\ 1 {d°@(6) e de(0) m^e(0)| _ 
^x 2 S Conn) = m. sil uo ZE (6) 6 90 
CHL ӘН (т!) т? 
SS + Cotanh(n) as | Ey (n)=0 
e^e(o) a(o) т? À 

=> gr `+ Cotan(9) ET, е zo; 0 
à ae 


Voyons quelles sont les iso-surfaces du systëme cyclidique de R.Lagrange 


п є[0,о] 0=[0,л|=> Sin(0)>0 фє[0,2жх] 
2Sinh(n)Sin(0)Cos(@) 
4(Cosh(n)— Cos(0)) 9 Cosh(n)+ Cos(0) i 
: | E x? +y +2? = 
= 2Sinh(n)Sin(@ )Sin(@) 16 Созй(п)- Cos(0) 
2 e š 

RER Cos Bee .2y  Sinh(n)sin(0) _ 

Sinh? (n)— Sin? (Ө) 4 (Cosh(n)- Cos(0)) 
4(Cosh(n)— Соѕ(0)) 
Pour cela passons dans le plan des méridiennes du système de coordonnées : 

n el0,æ] ee[o.z]2 sin(06)20 фе[0,2л] 


Sinh? (п) Sin’ (0) yx?’ + 2 _ 1 Cosh(n)+ Cos(0) 


p= JX + > " E ы 4(Cosh(n)— Cosi lf E y 4 Cosh(n)- Cos(0) 
Ame „=a, 5тө) | t aCosh(n) 
4(Cosh(n)-Cos(0)Y y? ` (Cosh(n)= Cos(0)) 


=> (Cosh(n)- Cos(9)) EE = Cosh(n)+ Cos(0) > Cosh(n)a Jx + y? — P Cos(0)a x* + y? + y) 


Cosh(n)- Cos(0) = — 2r - Cosh(n) Cosh(n) _4yx +y" +y 
2 A4x +y +y ES Cosh(n)- Cos(0) 2y 
Cosh(n)— Cos(0) = xm o) Co(0)  _ Wx? +y’ -y 
4x? +y? =y Со5й(и )- Cos(0) 2y 
Les iso-courbes méridiennes sur ce plan ont les expressions suivantes : 
y Sinh? (n)— Sin (0) _ у Cosh’(n)-2+Cos (0) y Cosh (n) (Y Cos" (0) y 2 


4 (Cosh{n)-Cos(0)) (4 (Cosh(n)— Соз(@ (4 (Cosh(n)— Соѕ(0)) 4 (Cosh(n)-Cos(0)Ÿ 4 (Cosh(n)- Cos(0)Y 


NC Zeil | Hiel 2 


y 4y? 4y? (Cosh(n)-Cos(0)) 

2 

2 NEA 

Ax y +7 (4 x? +7 +7) | d ; 4 

2 2 x | y = 2 

ET: 16[x у )+у 1 Cosh n) 21g yayay se Cosh (n) x 4 Cosh (n) | 
y у 8 ajos фу А +y? =y 2 (rer =z) 

Cos?(9) Cos?(9) É d y? = 4 

4 Со5? (0) 


Les courbes méridiennes sont donc des quartiques : 


2 2 3 2 
(= + y? скане X J + y? (6 + y? +Z sme) Eco (m) =? (x +y 


<> 


2 2 2 
È +y? + Z pee 2 xCos? (9) =^ x? + y? [x eee tse) = (x+y?) 


Etudions ces méridiennes et montrons qu'il s'agit de Limaçons de Pascal. Pour cela définissons des 
points particuliers de ces courbes, notamment les positions extrémales en x et y et les intersections 
sur les axes des abscisses et des ordonnées. 


Intersections avec l'axe des abscisses y=0 


y Sinh'(n)- Sin (0) dnd y  Sinh(n)Sin(0) 
4 (Cosh(n)— Cos(0)) 4 п" 


(x? y? у? Sinh? (n) 2 хСох? (Gol, 4x? + у? 


=> у= 05 Sinh(n)=0 ou 5т(0)=0 


(x? y? y)jsm(9)«7 хСо5? (0 )= — Jx? + y? 


pur Fr 1) 
d ET (x e 7 


Iso—courbe Ө =Cste 


2 
2 Loi Se 
Ë Z) = х-у = & ЗЕЕ 


4 Cos? (0) Cos(0) 
Ed Cos(0)- =, — „ =Y Cos(8)-1 oi „ =Y Cos(8)+1 а 
4 Cos(0)— ££, 4 Cos(8)+1 4 Cos(0)-1 4 


150 —courbe р = Cste 


2 х+— U Є, жЕ 
É À кы) i cc TO ве) = (8, + Cosh(n)) 


Ici &=-1 si x<0 donc x =? n'est pas compatible 


y Cosh(n)+ = y Cosh(n)+1 y Cosh(n)-1 
= x = ои x=———n- 
4 Cosh()- ее, 4 Cosh(n)-1 4 Cosh(n)+1 


Intersections avec l'axe des ordonnées x=0 


y  Sinh(n)Sin(0) sr Sinh? (п) Sao Sin’ (0) 


зн) cos Ə) ` *? 4 (Cosh(n)- Со) _ 4 (Cosh(n)— CoO 


Cosh? (п) = Sinh*(n)+1= Sin? (0)+1 = Cosh(n)= /JSin2(0)+1 = 42 — Cos?(0) 
Cos? (9) = 1- Sinh°(n)= 2— Сой? (ņn)e [0.1] = Cosh(n)e [1,12] Cosh(n)e " 4l Sinh(n)= Sin(0) € [0.1] 
=> 9 € Œ => Cos(0)> 0— Cos(0) = \/2— Cosh’ (n) 

Iso—courbe Ө =Cste 


y Sin’ (0) Sin’ (Ө) 


AC CO) бл ЖЕ 


Iso —courbe р = Cste 


у= +2 


у= +2 d Sinh" (n) | valide si ne b. ArcCosh[-/2 || 


4 [Cosh(n)- 2-Cosh°(n) 


Positions extrémales en ordonnée pour la courbe 8-Cste 


ER Sinh? (n)— Sin" (Ө) $e Y Sinh(n)sin(0) 
4 (Cosh(n)— Cos(0)) 4 (Cosh(n)— Соѕ(Ө)) 
„ =Y 1+ Sin° (6) 
EL €» 2- Cos? — Cos OS = 0 > Cos _ 2—Соз (0) _ а 25їл (6) 
22202-0 (Ө)— Cosh(n)Cos(0)= 0 = Cosh(n) = Соз(8) _ у соо) асо Сы) 
diim 25? (0) 
27 Cos(9) 


А 2[в+ cos (6) - 32006) 
47 J2Sin(0)/2+ Cos2(0)— Cos(0) J8 + Cos? (6) 
Ж (18+ Cos? (0) -3Cos(9)f 


E = 0 <> Cosh’ (n) Cosh()Cos(0)- 2 = 0 => 
7 


Positions extrémales en ordonnée pour la courbe n-Cste 


gat Sinh (п) Sin’ (Ө) y=2 y  Sinh(n)sin(0) 
4 (Cosh(n)- Cos(0)Y 4 (Cosh(n)- Cos(0)Y 
= =0<> Cosh?(n)—2+ Cosh(n)Cos(0)= 0 = Cos(0)= беш) _ х= EY 


_ 27 Cosh?(n) = < H Cosh(n),/(2+ Cosh(n))(2 -Coshi 


«12» Cosh(n)< 2 y 


Cosh(n) 4 2Sinh°(n) 
Ü bec ?(8)+ Cosh(n) -2- XE 0 
= 05 osh(n)Cos(0)—2 = 0 > [J Cost (v) зы) 
Cos(0) = BEC) = Сод) | Me 47 J2Sinh(n y Cosh(n)./8+ Cosh’ (1) - 2- Cosh’ (n) 


Ly + Со5й? (п) – 3Cosh(n)J 


Courbe paramétrée et forme implicite du Limaçon de Pascal 


La forme implicite d'un Limaçon de Pascal est la suivante : б? +y -eaxf el +») Cela donne 
lieu à trois types de courbes : 

- e«1, Limaçon de Pascal de type elliptique, avec trois sous cas: e€[0,1/2], courbe convexe tendant 
vers le cercle lorsque e=0, e=1/2, courbe à méplat, e€]1/2,1[, courbe en forme de haricot 

-e=1, Limaçon de Pascal de type cuspidal, le Cardioïde 

- e» 1, Итасоп de Pascal hyperbolique 


Lorsque le limacon est translaté selon l'axe des abscisses de À. La courbe implicite s'écrit : 
(лу + y? ea(x A) = а?(х ER + у?) 


2 2 22723242, 2 А А yi. s Py 
La courbe Ë EH +eax) =g Ë EY ) est totalement équivalente symétrique de la précédente par 
rapport à l'axe des ordonnées (x->-x). Nous allons voir que les courbes O-Cste utilise cette dernière 
paramétrisation. Et pour la courbe n=Cste la paramétrisation de départ. 


Il y a donc trois paramètres à trouver e,a,À pour identifier les méridiennes du système de 
coordonnées dans la classe du Limaçon de Pascal. Pour cela il suffit d'identifier la position des 
points de base des points d'intersection avec les axes x et y. Pour la courbe implicite du Limaçon, 
l'intersection avec l'axe x donne : 

(2 +y? +eax) m a?(x? zl = x: = -а(е+1) et х= -a(e-1) et x-0 

y-20 
Dans le cas des courbes 9=Сѕїе, la limite n-> donne le point d'intersection sur l'axe des abscisses, 


comme on utilise un Limacon décalé, on trouve immédiatement la translation avec le point x=0. On 
a donc : 


x= 


Sinh? (n)— Sin? (0) 8 Sinh(n)Sin(0) 
(Cosh(n)- Cos(0)) (Cosh(n)- Соѕ(0))? 
Ііт х= у Ііту= 0 = А= у 


n> n >x 
On ne peut pas faire une telle manipulation pour la courbe n=Cste. Mais il est raisonnable de 


supposer que le décalage du Limaçon est égal à y. Pour le Limaçon décalé, en x= y, у=а ou y--a. 
Transposé dans l'expression paramétrée des iso-courbes, il vient : 


sin(9) = Sinh(n) Тин) 


А 2 LL 
= ^ É Шш. (0) = ^ Cosh(n)Cos(0) = 1— = 
osh(n)-Cos(0)) Sinh(n)= Sin) _ Tan(0) 
Cos(0) 
у Cosh(n) Iso—courbe Ө = Ске œ=2* Cos(9) 
Ge Sinh(n)Sin(0) ` | 4 inh°(n) ыы 4 Sin°(@) 
4 (Cosh(n)— Соѕх(Ө)) 27 Cos(0) Roca qwe 27 Cosh(n) 
4 Sin? (0) 4 Ѕіпһ (п) 


Il reste à trouver l'expression de е. Pour cela оп utilise l'intersection extrémale avec l'axe des 
abscisses qui se trouve être pour les deux types iso-courbes : 


Iso – courbe Ө =Cste 


y 
2 
y Cos(0)+1 4 
=0 = = +1)+ +1) = 
LF H Y агг т J ttem) 1=Cos(9) 
y 
y Cos(0) Sin2 (0) 1+ Cos(0) 1 SE 
a = > —е+1= = — e= x еа = ——5 
4 Sin’ (0) Cos(0 U — Cos(0)) Cos(0) Cos(0) Sin’ (0) 
Iso-courbe р = Cste 
y 
2: 
y Cosh(n)+1 4 
0 = = 1 +1)= 
i 4 Cosh(n)=1 A Cosh(n)—1 
y 
SE Cosh(n) T Sinh? (n) _ 1+ Cosh(n) 24 


9 _ Í _ 4 
4 Sin? (n) ` `  Cosh(nXCosh(n)-1U)  Cosh(g) ^ Сод) ^^ Sint (a) 


On obtient donc la paramétrisation complëte des iso-courbes méridiennes du systëme : 


Iso—courbe Ө = Cste 


2 
y 
2 2= 2 2 2 
Ë d + y? += u x zx Соз (Ө) Ё d + y? е=— l 
4 Sin? (0) 16 Sin'*(0) 4 Cos(0) 


Pour Oe D d е<-1 Limaçon hyperbolique Pour Oe E л) е>1 Limaçon hyperbolique symétrique 


Iso—courbe n= Cste 


2 
7 
24 
É АЕ: 4 „| „4° Cosh(n) б D) +y E. 
4 Sinh” (n) 16 Sinh (n) 4 Cosh(n) 


1 
Pour nel0,ArcCosh(2)] ee El Limaçon hari cot Pour п = ArcCosh(2) e= 5 Limacon à méplat 


1 
Pour п> ArcCosh(2) e< 5 Limaçon convexe circulaire 


Visualisation des méridiennes de n=Cste 


c-0.5 e-0.648054 


с=@.5 e-0.796705 


с=0.5 e-— 


Visualisation des méridiennes de 0=Cste 


c=0.5 e=V2 


= Cyclidic2DMapping(n, 8, c) 
— Cyclidic2DMapping(n, л + Ө, c) 


Toutes ces courbes sont en révolution autour de l'axe des abscisses. 


En visualisation 3D, l'iso-surface n= Cste, avec Limaçon de Pascal avec un point de rebroussement 


Et un cas de Limaçon de Pascal avec un méplat : 


En visualisation ЗР, l'iso-surface 9= 9, Qo €[0,r/2] 


10 


Sur la pointe du Limacon de Pascal, viennent se loger les iso-surfaces 9= 9, ЭЕ[п/2,п], en voici 
une avec une section de l'autre iso-surface définie par л- 9: 


En gros plan cela donne dans la zone de contact entre les deux Итасоп$ Ô et л- ü : 


Comment est représenté l'axe z dans ce système du Limaçon rotationnel de René Lagrange : 


[pU =i Sinh(n )Sin(0) Wd Sinh? (п) Sin? (Ө) 
es 4 (Cosh(n)- Cos(0)) 4 (Cosh(n)— Cos(0)Y 
0-0 z— —o 


= _ _Y Sile) nb Z: T 
n=0=>z n (I Cos(0)) > axe z négatif — 40 > 2=-у 
Ө=л 2=0 
> 2 z 
9=0—2=7 DIR al. > axe z positif — о 
4 (Cosh(n)—1) П 40 2=7 
. 2 = SH 
0=x=— z = SHE (n) _ > axe z positif => а к 
4 (Cosh(n)+1) N >+ z=Y 


Le plan (x,y) est décrit par l'annulation de z, soit : 


sur Sinh? (п) Sin’ (Ө) 
4 (Cosh(n)— Cos(0)) 


=0 = Sinh(n)= Sin(0) => Cosh(n)= J1+ Sin? (0) = J2 - Cos2 (0) 


Sin’ (0) | y... 9? 
day = 27 => j Lim Jx? + y? 22^ Lim 
4 (/2- сов? (в) Cool є A К П Ө? ө? 
2 


Гіт ух + y! = 0 


La limite n->> caractérise un point particulier situé sur Гахе z de coordonnées (0,0, y). 


Les domaines intérieurs et extérieurs aux iso-surfaces sont donc caractérisés comme suit : 


Iso-surface n= По 


Extérieur-» n € [O,no] et ü € [0,7] 
Intérieur-» n € [no] et 9 € [0,л] 


Iso-surface ü= 9, avec 9, €[0,r2] 


Extérieur-» 9 € [0,89] et n € [0, =] 
Intérieur-» 9 € [9,л/2] et n € [0,1] 


Iso-surface ü= 0; avec 9,[л/2,л]-> 9 € [90] 


Extérieur-» 9 € [0,90] et n € [0,53] 
Intérieur-» 8 € [9,л] et n € [0,53] 


Quelques problèmes aux limites sur le système du Limacon rotationnel de René Lagrange 


Soit le système de coordonnées : 
_ y 2Sinh(n)sin(0)Cos(o) 
4 (Cosh(n)- Соѕ(Ө)) 
_ y 28inh(n)sin(0)Sin(g) 
4 (Cosh(n)- Соѕ(0)) 
_ y Sinh'(n)- Sin (0) 
4 (Cosh(n)— Cos(0)Y 


ПЕ [0,0] 9=[0,л|=> Sin(0)>0 & e[0,27] 


Comme toute géométrie inversée et de се qui précède, le problème extérieur électrostatique de 
Dirichlet aux limites de l'iso-surface n= no est donc un problème dans un domaine limité des 
variable ejon] e 0=[,л|: Pour un probléme aux limites sans dépendance azimutale, les 


solutions séparées sont de la forme : 
T(n,0)=(Cosh(n)- Cos(0)\ AP, (Cosh(n))+ ВО, (Cosh(n))XCP,(Cos(0)) + DO, (Cos(0))) 


oü À est un parametre (ou ordre) des fonctions de Legendre en général entier (extérieur du Limaçon 
de révolution de Pascal n= no, toutefois rien n'empêche que À soit à valeur complexe, comme c'est 
le cas pour le probléme aux limites à l'extérieur du Итасоп de révolution de Pascal 9=90. 


A l'extérieur du Limacon de révolution de Pascal, compte tenu de l'impératif d'une solution finie, il 
vient une solution en série de fonction de Legendre d'ordre entier (polynóme) : 


Problème extérieur à ң= п ПЕ [0,70] et Qe [0,7] 


| er | Ром) 
T( ,0)= (Cosh(n) — Cos(0 )> A, P,  (Соѕ(Ө Do Cosa) 


f(0) 
el dO Sin сей (Cos(0)) 


T(n0,9)= f(6) 4, == 


Lorsque la fonction limite est constante, égale à 1, il vient donc : 


2 4 P, (x) AS › (Cosh( )) 
A => > Je Е T(n.0) = (Cosh(n)— Cos(0)) > A, P, (Cos(0)) Gs 


Dans les tables d'intégrales de l'édition en russe de < A.P.Prudnikov.Yu.A.Brychkov.O.l.Marichev- 
Integrals and Series - Volume 3 - More Special Functions > en page 165, section 2.17.4 formules 3 
et 4, la valeur précise de l'intégrale suivante est données : 


1 +1 +1 
j^! à? =x? 2a )_ 2e? Foi? = Ja 20e zët |& a + 29, (Co) 
d и=0,а=1 х- We A = X 


II vient donc la solution : 7(,0)=(cosh(n)-Cos(o Hrs 4 zu osh(no 2 ,(Cosh(n)P,(cos() 


A l'extérieur du Limaçon de révolution de Pascal 8-0, le domain se présente sous la forme : 
9=[0,0,] = nelo] et compte tenu de l'impératif d'une solution finie, il vient un développement 


sous forme d'intégrale de Mehler-Fock, en considérant À=-1/2+it comme imaginaire : 
Probléme extérieur à Ө= 0, 0€ [0, 6, ] et ne [0,œ] 


T(n, 0) = (Cosh(n)- соц) f dr АР. (Cosh(n)) 2 


Théorème de Mehler-Fock et transformation intégrale de Mehler-Fock 


Sous les conditions suivantes des fonctions f(x) (ou n, x=Cosh(n)): 
- la fonction f(x), x€[1,+=] doit être continue par morceau, et bornée dans chaque sous-intervalle 
[x1,x2] de l'intervalle d'intégration [1,499] (ou [0,+ее] dans la variable n) 


- les intégrales suivantes doivent étre définies : | d| fox- з zu ао) Het) 


quelque soit la valeur a > 1 pris dans l'intervalle d intégration. 
- les deux conditions impliquent que la fonction est soit continue sur tout intervalle [0,а] pour a fini 
soit avec des points de discontinuité bornée, qu'elle doit s'annuler à l'infini comme e?" "avec £>0. 


Toute fonction continue ou possédant une discontinuité à la valeur п , peut s'écrire comme suit : 


+0) + 1-0) 
2 


= eer: | (Сон) [as sm) ro s | (Cosh(s)) 
2 2 


du f(x*0)- f(x-0) _ 


2 d snn sx farce: ba (v) = y = Cosh(s) 


La < transformée de Mehler Fock > s'écrit : F(r)=7 Тапй(лт) | dn Sinh(n) f (MP | (Cosh(n))- 
0 2 


Et la transformée inverse de Mehler Fock comme suit : /07+0)+ 707—0) _ je P, (Cosh(n)) FŒ) 


2 
0 


Appliquons le résultat du théorème à notre problème aux limites, il vient : 


CG ащ dë t Tanh(x THE (Cosh(n)) = A(z)= т zo) dn Sinh(n) Cosh( I ) ET а 


La solution du problème aux limites à l'extérieur du Limaçon de révolution de Pascal s'écrit donc : 
Pi. (Cos(0)) 
——-it 
2 


+00 f(z) +00 
= | а P T(n,0) = (Cosh(n)- Соѕ(0)) | dt t Tanh(xt)A(r)P shín)—ëÀ@FÑ — 
Jeer: H "blank ell accaduto v. Con) pp 
2 
Lorsque la fonction limite est constante, égale à 1, alors l'intégrale de A(t) est connue (voir 
V.Ditkine et A.Proudnikov, Transformations intégrales et calcul opérationnel, éditions Mir, page 417 
formule 12.7 ou N.N.Lebedev « Special Functions and Their application , Prentice Hall 1965», car il 
nous donne en page 202 exercice 12, prendre -x) et il vient : 
+00 P, ; (z) 


40) 7 | E: z— Соқӣ) й SE e ( SES ) 
jeu (- Cos(&)) 


E лт) 750 
Т hin dr P shin JP 
= T(n.0)- (Cosh(n)— Cos(8 D Cos (тг) Pi. (Cos(6,) SE (n)) “i (Code) 
——-ir 
2 


Quelques formules utiles : 
Cos(im)= Cosh(n) Sin(in)= i Sinh(n) Cosh(i0)= Cos(0) Sinh(i0)= i Sin(0) 


E —in)= Cos(8)Cosh(n)+ iSin(0)Sinh(n) = а +10) = Cos(8)Cosh(n)+ iSin(0)Sinh(n) 
Sin(0 — іп) = Sin(0)Cosh(n)— iCos(0 )Sinh(n) Sinh(n + i0) = Cos(0)Sinh(n)+ iSin(0)Cosh(n) 
Cos(0 — in)Cos(0 + in)= Cosh°(n)— Sin? (0) Sin(0 —im)Sin(0 +in)= Cosh°(n)— Cos?(0) 

Cosh(n + i0)Cosh(n — i9) - Созй?(п)- Sin? (0) Sinh(n + 0 )Sinh(n — i0)= Cosh°(n)— Cos? (0) 


2cos 2 E Jex( 82) = Cosh(n)+ Cos(8) SE E Js( zm = Cosh(n)- Cos(9) 


cosi 122 kat 227 = Cosh(n)+ Cos(0) asinn 1729 aal 216) = Cosh(n)— Cos(0) 


x =iTanh(n) Cotan(in)= –і Cotanh(n) aen =- Tanh(n) iCotan(in)= Cotanh(n) 
Tanh(i6) =i Tan(0) Cotanh(i0)= —i Cotan(0) іТапћ(:0)= — Tan(0) iCotanh(i0) Е Cotan(0) 
0-in)  Sin(0)« iSinh(n) 0-in)  Sin(0)— iSinh(n) 
SH d i Cosh(n)- ETT Tanl 2 d E Cosh(n)+ Ca) 
Ө +in\ Sin(0)-iSinh(n) 0+in\ _ Sin(0)+ iSinh(n) 
Coran 2 gd ИО Tanl 2 gd Cosh(n)+ Se 
: 0—im)_ Si<h(n)—iSin(0) . 0—in Sinh(n)+ iSin(0) 
iCotan( 2 2 OE i Tanl 2 2) Cn Cos(0) 
Е + ") _ Sinh(n)+ iSin(0) Tan? + ") _ _ Sinh(n)— іѕіп(Ө) 
Cosh(n)— Cos(0) 2 Cosh(n)+ Cos(0) 


Соат" + 2 Е Cora? = in ) _ Sinh(n)— i Sin(0) Tant" + gd H LE ü gd _ Sinh(n)+ iSin(0) 
2 2 Cosh(n)— Cos(0) 2 Cosh(n)+ Cos(0) 

Coran 7 - е) Ж кои + 2) _ Sinh(n)+ isin(0) LE = gd - iran? + d _ Sinh(n) — iSin(0) 

2 2 Cosh(n)- Cos(0) 2 2 Cosh(n)+ Cos(0) 

D Cotan 0 —in + Tan 9 -in \\ _ Sin(0)Cosh(n)+ iSinh(n)Cos(e) 

2 2 2 Cosh (n)— Cos (0) 

Д Соѓап Ө +іп + Tan Ө +їт = Sin(@)Cosh(n)— iSinhn Cos(9) 

2 2 2 Cosh (n) - Cos? (0) 

bos dem copo. Sin(0)Cos(9)+ iSinh(n)Cosh(n) 

2 2 2 Соѕћ (п) – Cos’ (0) 

T Cotan O+in Tan 0-cin _ Sin(0)Cos(0) — iSinh(n )Cosh(n) 

2 2 2 Cosh°(n)- Cos?(0) 

1 Cotanh| !! Call Tanh| ЇЇ 2 _ Sinh(n)Cos(0) — iSin(0)Cosh(n) 

2 2 2 Cosh?(1)=Cos?(9) 

Ват " 22 тап H = _ Sinh(n)Cos(0)+ iSin(0)Cosh(n) 

2 2 2 Cosh°(n)- Со5?(0) 

1) Cotanh EH T "| _ Sinh(n)Cosh(n)- iSin(0)Cos(9) 

? 2 2 Cosh (n)- Cos (0) 

1 Corin Ü © \ Tanh 1] =] _ Sinh(n)Cosh(n)+ iSin(0)Cos(0) 

2 2 Cosh°(n)- Cos (Ө) 


=> E Cotani( 7 THE z) SE uid Si = Sinh(n)Sin(e)+ iCos(9)Cosh(r) 
2 2 2 4 Cosh*(n)= Cos? (0) 


D'autres formules supplémentaires : 
‘Сиот? Call = Sin(0)+ iSinh(n) et І = Cota (212) —1 


` Cosh(n)- Cos(0) Sinn 119 ) 
ER 1 _ Ke iSinh(n))° | ) _ _ 2 —2Cos(0)Cosh(n)+ 2iSin(0)Sinh(n) 
sl 927 (Cosh(n)— Соѕ(Ө))? (Cosh(n)— Cos(0)Ÿ 
. -i0| — Sin(0)+ iSinh(n7) 1 S „(n +i0 
GIE 2 J cout EC) et ol SC 1— Tanh 222 
2 
sg 1 К | (Sin(0)— iSinh(n))” , ] _ 2 + 2Cosh(n)Cos(0) — 2iSin(0)Sinh(n) 
ES vi? + 2 (Cosh(n)+ Cos(8)) (Cosh(n)+ Cos(0)) 
| —i0)_ – Sin(0)+ iSinh(n) l _ „(n i8 
veel ! 3 J = EE CAD) et s (18) — Cotanh e) =] 
2 


1 _ É Sin(0)+ iSinh(n))? J _ 2- 2Cos(0)Cosh(n)—- 2iSin(0)Sinh(n) 


sii " Call 
2 


па 118 )- Sin(0)+ iSinh(n) 2) T" =1- Tante( 7712) 
2 Cosh(n)+ Cos(0) Cosh [1 Sal 2 
2 


(Cosh(n) — Cos(0)) (Cosh(n)- Cos(0 y 


us 1 E | (Sin(0)— iSinh(n))? n J _ 2 + 2Cosh(n)Cos(6)+ 2iSin(0)Sinh(n) 
Cosh? Ka (Cosh(n)+ Соз(Ө)) (Cosh(n)+ Cos(0)) 


Les systèmes de coordonnées orthogonales cyclidiques 


Ces systèmes de coordonnées sont générés par des fonctions de révolution utilisant les fonctions 
elliptiques de Jacobi. En apparence la forme résultante des coordonnées paraît souvent abstraite 
mais en réalité les calculs sont souvent plus simple que prévu, notamment en utilisant le 
formalisme de séparation introduit tant par Wangerin que ses successeurs. 

Comme la représentation de ces systèmes cyclidiques de génératrice cn(¿), sn(Ç), dn(£) est quelque 
peu abstraite retrouvons pour ces trois derniers la représentation en terme de coordonnées p, z du 
plan d'une méridienne. La fonction de révolution est une fonction analytique de la variable u+iv : 
z+i p-f(u*iv). Cela donne pour Іа a d E | EE , 

^ sn(u,a )enti v „œ Jdn(iv,o ) + snti v „ œ сти, о ати, œ 
f(c)- sn(£,a)= sn(u+iv,a) С о) 


i = isclv MEUS) сп\іу, а) = nc(v ыл БЕА nliv,o)- ас(у _ dn(v. B) 
sn(iv,a) : (v. B) en(v, ) ( > ) (v. B) cnv, B) dn( > ) ас( ‚ В) спі, B) 
ngua) H-P) , enlia)anlia nly, B)enlv. B) 
> sn(u+iv,a)= RP) e 
1+a?*sn?(u,a sn*(v. B 
(u, 26 B) 
знав B) anch). Lengua anl, B B) 
Velo?sn? (и,а)- 1)n? (v. 8) 1- dn? (u, a )sn? (у, B) 1- dn? (u,o )sn? (у, B) 


II s'agit bien du système dénommé par РМооп et D.E.Spencer J1Rx < Bi-cyclide >. Si l'on change 
légérement la fonction de révolution sous la forme : 
z аа) _ he en(u,a)dn(u,a)sn(v, B)en(v, В) bs sn(u,a)dn(v, В) 
е) PARIS RER 1- dn? (u,o )sn? (v. B) | "1- dn? (мази? (у, В) 
en(u. a Mel, a уу, B)en(v. В) зи (п.о dn(v. B) 
Z = et = 
1-dn*(u,a)sn?*(v, B) 1-dn?*(u,a)sn?*(v, B) 
2 — 
KE = -(1=sn*(Ç,a)Ï1-a?*sn*(Ç,@))= -a? sn (¿)+ (1+a2)sn?(C)-1 = a (sn Jf (+? sg у = 
a--a? b=0 с=( + а?) d=0 е=1 
Ce qui est équivalent à une rotation de 90° et une symétrie dans le plan complexe, on retrouve le 
système de coordonnées dénommé par P.Moon et D.E.Spencer J1Ry «Flat-Ring-cyclide > 


Avec la fonction cn(Ç a), il vient : 
8 X e 8 en(u,o )en(iv., o L- sn(u, o )an(u, o katzv-o )dn(iv ol 
fe) pipes qus SE 1- a?sn^(u,a)sn(iv,o) 


sn(iv,a)- acie g) = i en(iv,a)- nc(v, B) = UT dn(iv,o)- dc(v, B) = TE 
ua а) сту, В) i sn(u,a)dn(u,aœ)sn(v, B)dn(v, В) 
= cn(u+iv a)= | сп? (v, ) сп? (v, B) d en(u,a ету, B)-isn(u,a)dn(u,a)sn(v, B)antv, ) 
I 2 sn2 (v, B) 1—dn2(u,a)sn2 (v, В) 


cn? (v, B) 
Е en(u,a)en(v, B) Se sn(u, a )dn(u, o )sn(v, B )an(v, B) 
1- dn? (u, a )sn? (у, B) 1- dn? (u,o )sn? (v, B) 


Si l'on réalise la transformation de la fonction de révolution par f(()-i cn(& a) dont l'opération 
donne également une solution de l'équation différentielle non linéaire (b=d=0), alors on obtient : 
disse E s sn(u, a Malo. aah: Dar, B) icn(u,a)cn(v, В) 
1— dn (u,a ken (v. B) 
SE sn(u,o )dn(u, a )sn(v, B)dn(v, В) = cn(u,a )en(v, В) 
1- дп? (и,а)ѕп?(у, В) 1—- ап?(и,а)ѕп?(у, В) 

qui est la définition donnée раг Р.Мооп et D.E.Spencer pour le système dénommé J2R < Disk- 
Cyclide ». 


et 


Avec la fonction dn(Z,a) , il vient : 


CA) = aua i m ane nto oett te а аша) 
l—-a^sn (u.a len (iv, 


mv.) ino E cn(iv,a)- nc(v, B) = TA апіу,а)= dc(v, B) = Se 
dn(u,aœ) dn(v, B)en(v, B) ji sn(u,a )en(u, o )sn(v, В 
= dn(u+iv,a)= сп? (v. В) cn" (v. В) _ dn(u,a)dn(v, B)en(v, B) - ia^ sn(u, o en(u,ox)sn(v, В) 
1+a?sn? (u,a) (Va B а’ (ша (v, B) 
en?(v, p) 


a? sn( u,a )en(u, o )sn(v, В) 
1- dn? (и, ит? (у, B) 


m dn(u, a )dn(v, B kal, В) ET H 
1-dn*(u,a)sn?*(v, B) 
Si l'on prend la fonction }(С)=і dn(£,a) dont l'opération donne également une solution de l'équation 
différentielle non linéaire (b=d=0), il vient : 
2 S 
-id а sn(u,a }en(u,a kat, B)+idn(u,a Mal, B)en(v, B) 
fe) | "dal 1-dn?*(u,a)sn?*(v, B) 
E dn(u, a )dn(v, B)en(v, B) 
1- dn? (u, a )sn? (у, B) 


Ere a? sn(u,a )en(u, a )sn(v, В) 
1- dn? (и, мт? (у, B) 


et o 


Étudions plus avant ces systèmes et établissons-en la séparation des variables de l'équation de 
Laplace. 


Calcul des équations séparés avec diverses coordonnées cyclidiques 


Dans tous les calculs effectués précédemment supposons que nous soit donnée a priori la forme de 
la fonction de séparation comme racine carré du rayon p, alors nous appliquons la recette 
suivante pour trouver les équations séparées : 


[au Fin), [dv Ps (v) f(u *iv)- f(u-iv) 


Supposons R(u,v) telle que pR°(u,v)= e avec p= 2i 
i 


Si pR (и, v)- 1 Alors Е(и)=0 et Р,(у)=0 
A ôP Y (apy 
a 2 = Alu) zl) avec м = [ e) +( d = f'(u+iv)f'(u-iv) 


ди ду 
fS'(u+iv)f'(u-iv) 
(Лизи) (и-и) 


Supposons que 
= м(и)+ (у) 


CH) | fam? (и) aVH(u)=0 
alors H 
7-90) | fam? to (v) | Aje(v)- o 


Dans le calcul j'ai abondamment utilisé les relations additives connues : 


sn(u+iv,a)= sn(u,aœ)dn(v, B) us a ати, kaf, B)en(v, В) 
| 1- dn? (u,a)sn? (v. B) 1— dn? (и, )sn? (v, B) 
za sas en(u.a}en(v, B) _ зп(и,ођап(и, ог)п(у, B)dn(v, В) 
; 1- dn? (u, a )sn? (у, B) 1— dn? (и, a)sn^(v, B) 
dn(u+iv,a)= an(u, a Mal, B)en(v, B) af 2sn(u,a)en(u, a )sn(v, В) 
| 1- ап? (и, зп" (v, B) 1— dn? (и, )sn? (v, В) 


Avec la fonction de révolution ѕп($,а), aprés d'intenses réflexions et erreurs, et surtout grâce à 
Mathematica, j'ai pu développer le calcul littéral et circonvenir aux relation d'inter-dépendance 
entre les fonctions elliptiques de Jacobi, et cela donne pour le respect de l'équation différentielle 
non linéaire de la fonction de révolution, ainsi que les expressions servant aux calcules des 
équations séparées: 
2 

Је sn(£,a)= eie) - спб, атс, aœ) > Е) = a*sn*(Ç,a)-(1+a?)sn?(Ç,a)+1 

fC)= sn(c, a)- sn(u+iv, a)- z+ip > f'(u*iv)- en(u- iv. a)dn(u- iv.) 

Or f'(u+iv)f '(u- iv) “ет? (у, B)sn?(v, p(l- dn? (u, a))+a?cn?(u,a)dn? (u,a i- B2sn2(v, p)) 

(f (u+iv)- flu- iv)? Jo Zen? (u,a )dn? (и, оеп? (у, B )sn? (v, p) 
2 2 

et | В?зп(ш,а) J 


2cn(u, a )dn(u, a) 


BEE 


On retrouve les équations séparées données par N.N.Lebedev et I.P.Skalskaya de l'exercice 519.1, à 
savoir : 


SH [ EN D Esp É "g P duu: 


ш ле 22 


АП = dn? (u, a )sn? (v. B) 
Усп(и,о)ап(и, о)ѕп(у, B en(v. В) 


pue), ав) |_ ys 
а. А | SCH am 


Solution de la forme 


Avec la fonction de révolution isn(£,a) les expressions x1 et x2 sont les suivantes (voir plus loin) : 


сп? Lut, o )dn? u.a) 
m) Aen? (u,a) 
d'oü les équations séparées suivantes : 


em). | Ë ем аша) daad 


ôu sn” (usa) 
a = 


sg 
Avec la fonction ent ol ou le conjugué complexe de cn(£,a), le résultat est le méme pour les 
fonctions x1 et x2 : 
dcn(£ ,œ) 
dé 
2 
fC)= en Col IA ce [paai = = аа) +a - в? Xenz ell + В? 


"LC en(£. o) 9 f'(u+iv)= -sn(u iv, и а) 
Or f'(u+iv)f'(u-iv) (an? (ge, e — В2ѕп? do: E - dn? (u, a)en2 (v. B)) 


fc)» nl ol 


=-sn(Ç ,a)dn(Ç ,a) => | 


(fu iv)- f(u iv) — sn? (u, iu зп? (у, Ban? (v. B) 
_ (82 – ап (иа) 26 p\in? (v, p)-a?sn? Qus a een В) dh (ua) - P? ся, B) 
4a? sn? (u,a Jin? Lu, o len? (v, Ban? (v ,B) 4a°sn°(u, а)ап? (и, а) 45т? (v, Ван? (у, В) 
eua) Y 
= cn*(u,aœ) сп? (у, p) $ zlu) Pere nes 
As Qoi Qa). an Bn s B) 7 02 e [= en J 
id 2sn(v. B ant. B) 


On retrouve les équations séparées données par N.N.Lebedev et I.P.Skalskaya de l'exercice 519.2, à 
savoir : 


=н ш) | [ ame | aule) офи = SP „eY are) | ni 


aol) Y еб.) Y aok) Ir Y ев) Y 

ду? k M [Ex Ven ду? 4 u ЕЕ xl CH 
AJ dn? (и, ап? (v, B) V 

eric Sat O 


Solution de la forme 


Avec la fonction de révolution ісп($,а) les expressions x1 et x2 sont les suivantes (voir plus loin) : 


sn(u,a)dn ша) S sn(v, B)dn(v, В) 
— al 
d'oü les équations séparées suivantes : 


Ae eset 


СЕЕ 


v.b), 
) 
olution de la forme ү1- an? (ua)? f) v 
Solution de la fe SE H(u)jetv) 


Avec la fonction dn(£,a) ou plutôt son conjugué complexe dn(&,a) : 


f)- ai a) o RE. e aug a) o EEA) -an a)l pE, a)-e 
f'(u*iv)2 -a?sn(u- iv. a)en(u-* ivo) 


Or f'(u+iv)f'(u-iv) ап? (и, еп? (и, деп? (у, B)an? (у, B) + a*dn?*(u,a)sn?(v, B) 
(f(u+iv)=f(u-iv))" дап? (u.a Jen” (u,aæ)sn? (v, B) 
dn? (и.о)? (v. B)+ sn? (и, ka (us en" (v, Ban? (v. B) 

Aen" (ua ku" (us )sn? (v. B) 


0-00) 


I. 


On retrouve les équations séparées données par N.N.Lebedev et I.P.Skalskaya de l'exercice 519.3, à 
savoir : 


"нш ame | ule) Ï ои ЕЕ | G 2 ie) | ni 


dn" (u.a) en (v Bin 0.8) Cg) 
Aen (и, сп? (иа) 4sn2 (v, В) x(u) PA ) 


AR ( am [ste Bt D) H e(v) ol), E aedem À @(v)=0 

ду 2sn(v, B) ду? 4 sn(v, В) 
V1-dn°(u,a)sn°(v, B) 

Solution de la forme Hu (v 
T GE 
Avec la fonction de révolution idn(£,a) les expressions x1 et x2 sont les suivantes (voir plus loin) : 
4 sn’ (u, a)n’ (u,a) 4 sn’ (у, В) 
aiu) (24 дат? (и, a) et xiv) a PEE ( , B)dn?( B) 


d'oü les équations séparées suivantes : 


cru | (m T (qn (а) daa 


Cu 
Hl, ler cree? 


Ji- an2 ( (имп? (у, B) 
Solution de la forme Hu iv 
Van(u,a)dn(v, В)сп(у, В) ( el 


Autre séparabilité avec les fonctions de révolution sn(¿e) cn(¿e) et ап(Са) et les fonctions 


associées : 


Dans le cas d'une autre fonction de séparation, on emploie l'algorithme suivant : 


A la) ayec p = W+iv)- f(u-iv) 
2i 


Supposons R(u,v) telle que pR°(u,v) =e 


Par intégration calcul de F (u) et F, (v) 


-2P = sine (и) avec Ap (22) +(2) f'(u+iv)f'(u-iv) 


Supposons que 
f'(u+iv)f' u-iv) 


20 p yin NN 
PH), (E з a} que 702, 8009 dad 
ADP ge, p. m " jo 9) DË), BN ile) o 
al, E zo) 00, 600 дни) -о 
GE, a EE), else DI, EQ 4 дор) 


Prenons comme fonction de révolution la racine carrée de l'expression qu dénominateur du rayon 
p, ce qui a pour conséquence que le produit pR? est le numérateur de р: 


p= Митр) = R(u,v)= JDen(o) = pR°(u,v)= Num(p) 


Den(p) 


Pour la fonction sn(¿a) correspondant au système Bi-Cyclide donné par P.Moon et D.E.Spencer. 


R(u.v)= 41 - dn? (авт? (v, 8) 


sn iv,a - cn(u,a)dn(u,a)snlv, B)en(v. В) 2(u,v)= сп(и, a )an(u, a }sn(v n(v, B) = el du F (u) Sav E C) 
(u+iv,a)> p POETE ERE (ду) = en(u,œ)dn(u,œ)sn(v, B)en(v, B) = 
= [du F (u) = Log(en(u,a))+ Log(dn(u,a)) [dv F, (у) = Log(sn(v, B))-- Log(cn(v, В)) 


2cn(u, a )dn(u, a) v, B)sn(v, B 
eg sn(u,a)dn(u, ol 2 sn(u,a)en(u,a) Se dn? (и, a) a? cn? (и, м) 
DUET CO dpa) Ron a unc) 
r, (v) = rre, B) _ nf, B)dn(v. B) _ (en? lv. B)=sn?(v. B) nf.) 
2 sn(v, B) cn(v, B) sn(v, B)en(v, B) 
2 м(и)+ EU), ашу = Á l-a? +4a? sn? (u a)) 
xxv) SCH + 0) = (i-a? Adn? (v p) 


Les équations séparées prennent la forme : 


PHI go Peer a, uu) 10.2) à vi B’sn(u,a) ro 


ди en(u,a Mala, o) ди en(u,a)dn(u, o 


dev) , dn(v.B or (v. B)- зи? (v.p) av). RT NES жыр. Y PT 
id СЕКС [2 РАС т) P = 


Posons check? EG 


e^ H(u) dn*(u,œ)+a*cn*(u,œ) aH (u) |, > > 5 в2зт(ш,о) Y " 
SS SES EE 7A Е Е кел LE 


Got dn(v, В си? (v, В) sn? (v, B) ze) | É | , апі, В) 2 I 
e зу, Bent, B) a | е FA jen 


Solution de la forme A - dn? Lu, o len? (v, B)H(u)et(v) 


Ce qui est le systéme d'équations séparées données par PMoon et D.E.Spencer pour les 


coordonnées Bi-Cyclide. 


Pour la fonction isn(&a) correspondant au système Flat-Ring-Cyclide donné par PMoon et 
DE Spencer 


Les fonctions x1 et x2 sont à recalculer car l'on a inter-changé z et p, par contre le produit 
f'(u+iv)f'(u-iv) reste le même et ce calcul s'en trouve simplifié : 


f'(u+iv)f'(u-iv) _ YEN E GE Pi = sn(u,a)dn(v, В) ‚ сти, дани, а)ящу, BJen(v. B) 
iv) Ош, flu (и ы 1- dn? (u,a)sn? (у, B) 1— dn? (и, ап? (у, B) 


(F(uiv)- f(u-iv 
a dn(v, d S 
2cn(u, o )dn(u,a) °° v) | 3 


+iv)=isn(u+iv,æ _ (u a)dn(u, )sn(v, B entv. B) |, "m ai nv 22) et 
USES QUSS C е Ce 0. 
g(u*iv)e(u-iv) | f(u-iv)f'(u-iv) (f(u+iv)=f(u-iv)Y 
(g(u+iv)-g(u-iv)Y = (#(u+iv)-f(u-iv) (g(u+iv)-g(u-iv)P 
B* sn? (u,a)en° (v, B sn? (v, B)+ cn? (и, can? (ui. oc an? (v, B) 

4cn (ua jdn” (u.a jen? (у, B)sn? (v, B) 

f(u *iv)- f(u-iv) n en(u, o )ап(и, a )sn(v, B kale, B) 
g(u+iv)-g(u-iv) sn(u, a dn(v, В) 


B^sn(u.a) 


Initialement ciu) | 


g'(u+iv)g' ти =. = ж(и)+ xiv) 


g'(u+iv)g'(u-iv)= f'(u+iv)f'(u-iv)= 


çi (u)+ ç; (v)= 


B sn (и, )en" (у, В)зп? (у, B)+ cn? (u,a jdn? (u,a jdn? (v, B) _ _ en?(u.,a)dn*(u,œ) _ Ben (v, B)sn*(v, B) 
=> xu) xiv) £ a PES PLU : түе. Adn? (v ,B) 
сп? (u,a dn? (u, a) Ben” (v, B)sn? (v. B) 
zilu) rem (и, 2) nv) 4dn° (v, B) 


De plus on remarque que les fonctions x1 et y2 s'écrivent également : 


( ) сп? (и,а)ап?(и,а) [L и? (u.a i- a? sn? (u, а) Lra^sn'(u,a) 1+а? 
GE Asn? (u,a) 4sn° (u,a) 4sn°(u,a) 4 
(v) pen? (v, }sn° (v. В) (- ап? ( pan: (v ,B)- а?) _ а? + dn*(v, B) 14а? 
SS 4dn2 (v, B) Ss ‚ В) 4ап? (v, B) 4 
1-- a? sn*(u. a) a? + dn* (v ,B) 
(и) (и) 45? (u,a) Ada (v, В) 


Cela permet de retrouver les expressions de P.Moon et D.E.Spencer, il vient : 


Е 2 2 = sn( ,a dntv, B) 
Bv)» takt B) = p = ее A) 
= [du F (u)= Log(sn(u,a)) ` [dv F,(v)= Log(dn(v, p)) 

сп? ( ,a )dn? ( Я а) Всп? (у, B)sn? (v, В) 
E nn) PPP ch ) 4dn°(v,B) E 2 
R(u)= en(u,a)dn(u,a) Ev) B? sn(v, B)en(v, B) ' 


=> pR2(u,v)= sn(u,a)dan(v, B) = el Au) [dv Ри) 


2 1+а 
sn(u,a) dn(v, B) 20 2 Ы 4 SE ës 2 
(ie кш) | шу "A n), AT E аа) 


En portant toutes ses expressions on retrouve bien le système d'équation séparées du Flat-Ring 
Cyclide de P.Moon et D.E.Spencer : 


CC H(u) , спи, ани, а) 0H (u ai 2 sn? (u, a) „2 1+а т“ usa) daa 


ди? sn(u,a) ди эп? (и, о) 
e?etv) 2 sn(v, В)сп(у, В) ee(v) ; 2 EE a? t dn^(v, B) | 
ду? p апу, В) бу ` i (8) " ап? (v, B) i Sale? 


Solution de la forme Vi — ап? (u, а)ѕп? (у, B)H(u)e(v) 


Pour la fonction cn(£,a), passons plutôt à la fonction icn(& a) pour retrouver les équations séparées 
données par P.Moon et D.E.Spencer pour le système dénommée < Disk-Cyclide >. 


Les fonctions x1 et x2 sont à recalculer car l'on a inter-changé z et p, par contre le produit 
f'(u+iv)f'(u-iv) reste le même : 


ma) diri am in rive) nere Ph.D), zeckt. 


= pR2(u,v)= en(u,a en(v, В) = ei Filu) Sav tv) 


_ ning kb, В) 
1- dn? (u,a )sn? (у, B) 
= [du F(u)- Log(en(u,a)) ` [dv F,(v)= Log(en(v. B)) 

сп? (и, хп? (v, B)an? (v, ) en? (v, B)sn? (и, дат? (u,a) sn? (и, o )an? (u,a lsn? (v, B)an? (v, B) 


— 


amu) x.t) 


4sn?°(u,a)dn? Lu, a )sn? (у, B )an? (v, B) сп? (паст? (v, B) 
Eres SEENEN e en) e B) 
po (se) vu (rera) 
so AE поч? 
ааа) di Qna) 
120 E), ие, p). pts (o ))- a (e) 


Ce qui donne le systéme suivant d'équations séparées : 


o H(u) pre te aa, | dn*(u,a)+ b E due: Š 
би? сти,“ ди ? 2 2 ny? 
0 @(v) _ sn(v, B)dn(v, B) oe(v) , A TEM so? (v. Bn" (v. p) ge 


Un rapide calcul permet de confirmer qu'il s'agit bien des expressions données par PMoon et 
D.E.Spencer pour le système Disk-Cyclide en remarquant que : 
aen (u,a)= В? _ si^ (uo) an (ua) | 2 вә B'en*(v,B)-a? _ _ sn° (v, Bn? (v. p) 
+a – В“ et + 
сп? (u,a) сп? (u,a) сп? (у, В) сп? (у, B) 
dn? (u, a)= 1-a°sn°(u, ol et BEER 


e^ H(u) iun) а ia e 2 а?сп(и,а)- GE 


NE? cn(u,a) — Ou en (a) 
epos. Lp) efe 
CHW) "ш екан) | el pig Em PE = H(u)=0 

É ce) se det), dn! (v, B) co Ben fep) e lei 


Solution de la forme de dn? (u, o len? (v, B)H (u)e(v ) 


Toujours pour la fonction cn(¿a), prenons le conjugué complexe de la fonction cn(¿ o 


Il est clair que l'opération de conjugaison complexe de cn(£ a) ne change pas la valeur des fonctions 
X1 et X2, pour ce qui est du rayon, il est maintenant égal à : 


R(u,v)= Ji an? (и, sn? (v, B) cn(u+iv,a)= en(u,œ)en(v, В) | ‚эи, Malo. а)зтщу, B)dn v. B) 


1-dn?*(u,a)sn?*(v, В) | 1— dn? (u, a )sn? (у, B) 


= pR°(u,v)= sn(u,o)dn(u,o)sn(v, B)antv, B) = elduA(u) Jav Р) 


_ sn(u, o )ап(и, o )sn(v, B)an(v. В) 
1— dn? (и, a )sn? (v, B) 
= [du F (u) = Loglsn(u,a))+ Log(dn(u,a)) fdv F,(v)= Log(sn(v, В)) + Гог (апу, В)) 


unum) sm tiem) 


s mcd "C au Cou) 
u ла = EE kend nd 
at е. Ga) 
PONTS a 
= Lait Biel. A, EH, 020 32an? (u a) зат, p) 


= 2a? sn?(u,a)- 2dn? v,B)= -2dn?*(u,œ)+ 28?5п? (у, B) 


On obtient les deux systèmes suivants équivalents d'équations séparées : 


CC Hin), eee ba) арла) 0 tua al cn(u,a) | d: 


sn(u,a)dn(u,a) 


ol), Ar B) beta" gr p S zua vi env.) a Her: 


sn(v, B)dn(v, 


E 


Solution de la forme Ji - dn? Lu, a len? (v, B)H(u)e(v) 


Pour la fonction dn (¿a) prenons également le conjugué complexe de la fonction dot? ol 


R(u,v)= лап (u,o)sn2 (v, B) аа) dn(u,a)en(v, B niv. B) , ; a*cn(u,œ)sn(u,œ)sn(v, B) 


- a? cn(u, a)sn(u, a)sn(v, B) 
1- dn? (u, a )sn? (v, B) 
= [du F(u)= Log(sn(u,a))+ Log(en(u,a)) ` dv Fa(v) = Log(sn(v. В)) 


= p = pR°(u,v)= a°sn(u,a)en(u,a)sn(v, B) = elau Fi(u) Јау ph) 


G К 777) 

nii Puig) mue) de rta 
ть 

a) E, B siu g) 29 ca ЖЕ 

20-20, GO) _ 146.4 pronti, gl 17 агр) 
=| a (u), ЧЧ) HOD, y, ECH, HE = sa) aei в)+1= аи (a) Sech B) 


Il vient le systéme d'équations séparées : 


ô? H( ) dn( ,a) 2 2 ӘН ) 2 5 dn( ol 2 А 
Sen + Rate)" (u.a) sn каў, (u,a)-m |- H 3) ijt 


Il 
© 


ee). PD Ò tuat „o a i salot) 


ду? sn(v, В) ду sn(v, В) 


Solution de la forme Ji- an? (и, и? (v, p)H(u)O(v) 


Pour la fonction de révolution dn(¿o) prenons également la fonction de révolution modifiée 
idn(c,a) 


a? cn(u, a )sn(u, o kat, В) T dn(u, a kat, B)an(v, B) 
( ү ( у 1- dn? (u, a )sn? (v, B) 1- dn? (u,o)sn? (у, B) 
_ щи, o ету, B Wal. В 2 = _ el du (и) Jav Fa(v) 
=p (tu ki, B) = pR (u,v)= dn(u, ету, B)dn(v, B) = e e 
= [du К\(и)= Log(dn(u.a)) — [av Е„(у)= Log(en(v, B))+ Log(dn(v, B)) 
dn?(u,a)sn? (v, B)+ сп? (v, В)ап? (v, B)sn?(u, oen? (u.c) 
Азп? (m at )en? (и.о)? (v, B) 
а‘ т? (u,o)en? (и, о )ѕп? (у, B) at dn? (и, a )sn? (v, B)+ cn? (v, В)ап? (v, B)sn?(u, x en? (u,a) 
ап? (одет? (у, B an" (v. B) дал? (ua yen" (v, Ban (v. В) 
4 sn^(v. В) 


R(u,v)= d - an? (u,a)sn2 (v, В) idn(u + iv,a)- 


Anciennement ç, (u)+ 62 (v) = 


жби) + z (и) = GG) est) 


et x2(v)=-a 


айп? (u,a) Acn" (у, Ban? (v, B) 
Hu) - -a ance) 

pote ge oe tn 
паи) El, BU n Ge e) en (ини али? (ua) 
no EH, 137 заар) 


= z (u), Чё), Wäin y PAGE Er), EU = a?sn?(u,o)«-1- 2dn? (v, B) = 28? sn? (v, B)- ап? (и, ac) 


Il vient le systéme d'équations séparées : 


e? H(u) 2 en(u,a)sn(u,æ) oH (u) | nlia) mai sn? (и, a)n? (u,a) Ê 
ôu? š dn(u, ox) Ou | dru ) а? (и.о) da 0 


LEE ne е 


Solution de la forme AJ - dn? (u, a)sn2 (v, B)H(u)e(v) 


Equations implicites des iso-surfaces des divers systëmes < cyclidiques > 


Je n'ai pas toujours tenté de recalculer les expressions, mais présenté plus loin des éléments de 
démonstration pour obtenir les expressions. J'ai également utilisé les capacités de calcul 
symbolique de Mathematica pour vérifier que les formules données dans l'ouvrage de PMoon et 
D.E.Spencer sont justes ou fausses. A cet égard, il est amusant de constater que certains auteurs 
d'articles avaient en leur temps signalé ces erreurs éventuelles. Mais hélas parfois l'ironie du sort 
s'acharne pour dénoncer le dénonciateur dans ses propres erreurs. Je pense aux deux articles de 
1987 et 1988 de PW.Kuchel, B.T.Bulliman < Bi-Cyclide and Flat-Ring Cyclide Coordinate Surfaces 
Correction of Two Expressions» et < Expressions for surfaces in Disk-cyclide coordinates 
derivations using symbolic computation », pour lequel dans le premier la correction est bonne mais 
pas dans le second, selon toute vraisemblance. Et en cette matiére il vaut mieux s'adresser au bon 
Dieu qu'à ces saints, le mérite de la justesse en revient à A.Wangerin en 1875 dans son mémoire : 
« Reduction der  Potentialgleichung für gewisse  Rotationskórper auf eine gewöhnliche 
Differentialgleichung » pour lequel toutes les expressions données des iso-surfaces sont correctes, 
et cela sans l'aide d'un ordinateur. 


Equations implicites des iso-surfaces pour la fonction de révolution sn(¿a) du système Bi-Cyclide 


donné par P.Moon et D.E.Spencer 


Les coordonnées du systéme « Bi-Cyclide » s'écrivent comme suit : 


_ cn( „а )dn( ,a)sn(v, B)en(v. В) _ cn( ,a)dn( ,a)sn(v, B)enlv, B) : E sn( ,a)dn(v, B) 
db кзз Costo) x” R sip) Z И 
z/2 п/2 
u el-Kla)+K(a)] у е[0+к(8)] ael] pelot] а? +8? =1 к(а)= [aeti-o^sm^(0) ^. к(в)= | aot - smt) 


L'équation implicite des iso-surfaces u=Cste est la suivante (P Moon et PW.Kuchel, expression 
correcte): 
(24324227 47 eech sta). : Lo =0 
a cn (u.a )dn? (u,a) a? sn^(u,o) a 
Il s'agit de cyclides de révolution placées de part et d'autre de l'origine de manière similaire au 
système Bi-sphérique, comme ceci. 


Avec la diminution des valeurs de u= uo les cyclides englobent les précédentes pour atteindre ипе 
dimension infinie lorsque Ho s'approche de 0, comme on peut le voir par le comportement les 
coordonnées p et z dans ce cas : 


и=шу=0= sn(ug,a)= uo сп(цо,а)=1 dän, e) s1— py 


Lorsque Ho tend vers K(a), la cyclide se rétracte en un segment sur l'axe z : 
sn(K(a)a)=1 da(K(a)a)=\i-a* = Bo Lim =y dn(v, B) y 
и>К(а 


1- В?5и? (у, B) dn(v, B) 
Pour v e [o, K(8)] dn(K(B) B) - J1— B? =а заң) [е] sel 


L'équation implicite des iso-surfaces v=Cste est la suivante (P.Moon, fausse et PW.Kuchel, 


correcte): 
4 


a? 2 XX 
апу, a "ai 


=0 


(e „о pun cn (v, B)-- a? sn* (v, Ash, (a (v. B)+ 


sn°(v, B)en?(v, В) 


La cyclide de révolution est un mylonoide, dont on montre ci-dessus les deux insertions des iso- 
surfaces orthogonales u= uo dans les renfoncements supérieurs et inférieurs. La taille de la cyclide 
se rétrécie avec les valeurs v= vo diminuant vers 0. Dans le cas v s'approchant de 0 les valeurs de z 


sont restreintes à l'intervalle [-y, y] : 


sn(vo, B) « vo hou і) 
vo menu B) 1 => p x yvo = yvocn(u,œ)dn(u,œ) zy — À $5 

d 1—vo dn (ua) 1—vo dn Lu. o 

n(vo. B) «1 


E ysn(u, a) 


Lorsque vers v, tend vers K(6) au contraire la cyclide s'étend : 


Vo = K(B)= сп(уо, B) = -a(vo — K(B)) sn(vo, B) = 1 — xa 
m Ee саја) z "T 
pen) eu] es ele Pl um 


Equations implicites des iso-surfaces pour la fonction isn(£ a) correspondant au système Flat-Ring- 
Cyclide donné par РМооп et D.E.Spencer 


Le système de coordonnées s'écrit : 


sn(u, a kal, B) sn(u,a)dn(v, В) 


Е - _ in -— en(u, o )dn(u,o )ѕп(у, B)en(v, B) 
"шакы ыд el d Ee e À (e) 1 1- dn? (и, a )sn? (у, B) 
z/2 z/2 
nelo+k(a)] ує[-К(В8)+К(8)]] acl] де а? +8? =1 к(а)= | de(i-a?sin(0) "^ x(g)- Í aoli- p2Sin2 (0)) ^ 


Les équations sont obtenues en inter-changeant simplement p et z. L'équation implicite des iso- 
surfaces u-Cste est la suivante (P.Moon et PW.Kuchel, expressions correctes): 


2,.2,.2 2| 2 1 2,.2 2 B* - 28^ dn?(u,aœ)+(1+ a? Mails e 
— ++ = 0 
(x +у? +2 Y +y E (u eae +y ) y EE z ka 


Ce sont des cyclides en forme d'anneau aplati. Avec la diminution des valeurs de u= uo les cyclides 
englobent les précédentes pour atteindre une dimension infinie lorsque uo s'approche de 0. Lorsque 
Lo tend vers K(a), l'anneau devient plat dans le plan (x,y) de rayon intérieur y et extérieur ү/а : 


[ В dniv, 
sn(K(œ),æ)=1 dn(K(a),a)- 1-а? pen: 205 


Pour ve [o, K(f)] dn(K(B), B) = 4-8? =а > dn(v, B) e [o.1] = pe СА 


L'équation implicite des iso-surfaces v=Cste est la suivante (P.Moon, fausse et PW.Kuchel, 


2 4 2.4 4 
correcte): („2 + „2 22 авур 2 +у?)-у? ©” (v,8)+a*sn*(v, B) > у =0> formant 
Ë +y mm f +7 | n^(v. В) dn? (v, B) Ë y ) А a sn (v, Ben (v. В) x iu 


une sorte de haricot : 


La taille de la cyclide se rétrécie avec les valeurs v= vo diminuant vers O. Dans le cas v-vo 
s'approchant de 0 les valeurs de p sont restreintes à l'intervalle [0,y], il s'agit donc d'un disque 
aplati de rayon y: 


sn(vo, B) « v en abil et sg 3 
vo #0 = ети, B)=1 => z yv ETRA x yyoen(u,a)dn(p,a) p — y — 3557 = ysn(u,a) 
dn(vo, B) «1 1-vo dn (u,a) 1-vo^ dn? (u,a) 


Lorsque v, tend vers K(6) au contraire la cyclide s'étend : 


Vo = K(B)= en(vo, B) = -alvo — К(В)) sn(vo, B) = 1 dn(vo, B) = а 


е) ete us] p. Lu 


Equations implicites des iso-surfaces pour la fonction icn(¿ae) correspondant au système < Disk- 
Cyclide » par PMoon et D.E.Spencer 


Les deux expressions justes sont dues à A.Wangerin en 1875, toutes les autres sont fausses. Le 
système de coordonnées s'écrit : 


aa UN Cos(o) enu, a kri, В) Sin(p) EE 


на (ват (v, В) 1- dn (пап (v, В) 
DR 


uel-K(a)+k(a)] vel0,+K(p)] a [01] gelo] a°+p°=1 K(a)= t-s? k(g)- | aoli- p*sin?(0)) 


0 0 


YET 


Z = 


L'équation implicite des iso-surfaces u=Cste est la suivante : 


(x2+y2+z22f +}? (dn?(u,aœ)-a2sn?(u,œ)en?(u,a)f parye eege ша) А B? 


0 
a*sn*(u,a)en?*(u,a)dn?(u,aœ) а?ѕп?(и,а)ап?(и,о) 4 a? 
u 
jE 
g. 
{ 
Les cyclides en forme de haricot ou de cacahuétes sont englobantes lorsque u= uo tend vers 0. 
Lorsque uo tend vers K(a) la cyclide se contracte vers un segment sur l'axe z d'intervalle [- 
y6/a,y6/a] : 
„= asan.) зииаи, Ване, B) 
1- dn (uy a )sn (v. В) 1- dn (m,a )sn (v. B) 
Afs ele) dite зира) ә ру e[040] z= ay e Dr B) E uu] 


cn(v, В 
ш, & EK(a) => сп(щ,а)=-В(ш-К(а)) ап(шьа)= В sn(u,,a)= +1 

_ _ gy Ut - K(a))entv. B) o , g 81V. B) - B p 
ә P = By dn (v, В) “= 0 + Pb PCT 


cn'(v.B) 


L'équation implicite des iso-surfaces v=Cste est la suivante : 


2 2 2[.2 2,2 ап“ (v, B)- а ? B ?sn*(v, B) 4 В? 
б Kg e (s = ) a 2sn2 (v, Ват? (у, B) 4 а? 


(2+2 +:2ў 2 Loch, Вен? (v, B) - a? sn2 (v, В) 


a 2sn2 (v, В)сп?(у, Ban? (у, p) 


Les cyclides en forme de discobole s'aplatissent pour atteindre un disque fin de rayon y lorsque v0 
tend vers 0. Pour v0 tendant vers K(6) le disque s'épaissit tendant à envelopper tout l'espace. 


MP TIEN 
1- di (и, P d 1- di (u,a)sm (v,, 8) 
sn(v,, B )=v 
v, =0= 4 сп(у,, B) = l = ps му R ME ray тк 
Ad, B)=1 1-v dn (u,a) 1-и ат (u,a) 


В 
аш ` tbe) о л due) а. 


РТ asma) ame) 


Equations implicites des iso-surfaces pour la fonction cn(£a) 


Des expressions de A.Wangerin , il suffit d'intervertir z? et х?+у?. Le système de coordonnées s'écrit : 


x= 


" ulis e nlo e уну Bst BÒ cay y ae д.а йу, B)dn(v, B) Sin(e) zy аңда VE B) 

1— dn Lu. o len (v. p) 1— dn Lu. a len (v. p) 1— dn (и, o len (v. p) 
Avec de telles formules, il faut étendre l'intervalle en и et v respectivement à |02K(e)] et [o.2k(0)] 
afin d'atteindre les valeurs négatives de la < hauteur > z . Mais comme les valeurs de sn et dn 
gardent toujours le méme signe, pour que la correspondance soit univoque. Il faut donc choisir des 
intervalles de paramétrisation adéquat. Soit deux choix possibles : 


z[2 Kë : 
HW aeo] gel] a?«8-1 К(@)- | do(1-a?sin?(0)) 2 к(в)- | aol- вг)" 


0 
L'équation implicite des iso-surfaces u=Cste est la suivante : 


y- 


2 2 zy +72 (an? (u, a=) ая? (uen? Qu )] „2 [e 2 ги“ (ша) a^ P èw ra.) ei B? 0 
а? т? (и, аи? (и, и) a? 


o? sn? (u,o)en? (и, )ап? (и, a.) 


Les cyclides sont des disques à renfoncement central tendant à englober tout l'espace lorsque ид 
tend vers 0. Lorsque u0 tend vers K(a) le disque est infiniment fin de rayon y6/a. Lorsque u0 tend 
vers 2K(a) on retombe sur le cas u0 tend vers 0 : 
это, Mala. o ba, B)dn(v. B) `. _ en(uo e kat, B) 
1— dn? (uo, a len (v. B) 1— dn? (uo, a len" (v. B) 


дозу, BJan(v, B) 
сп? (у, B) 


Lo = 0 = сп(ио, а) =1 dn(ug, o) «1 sn(ug,a)= ug > z = y [- o. y| [+] р=у є [0,+] 


1 
env, В) 
Ho = K(a)=> сп(цо,а)х -Blu -K(a)) dn(ug,a)= В ѕп(цо,а)1 

(ке) onto.) me) onyt] 
Чи? (v, B) da, DI 1а 
Ho = 2К(а) = en(uo.a)=-1 dn(u. m) sn(uo,e)= 2K(e)— uo 

| ока) подав) t. 

сп(у, В cn? (v. B) | 


=> z = By =0 о=у8 


> z =-Y 


) [ œ, у] [7,+œ] p=y 


L'équation implicite des iso-surfaces v=Cste est la suivante : 


(= Jy +22} „2 [e (v. By? p) a*sn?(v. в} dn*(v, B)-a?* B? sn? (v, В) jd p? 0 
a ^ sn (v, B)en? (v, B)dn?(v, B) a? sn? (v, B)an?(v, B) a? 
Les cyclides en forme de haricot ou de cacahuètes sont englobantes lorsque v= v, tend vers K(8) ou 
2 K(6). Lorsque vo tend vers 0 la cyclide se contracte еп un segment sur l'axe z d'intervalle [-y, y] : 
ENEE 


z2 «ye + y? +2?) 


1- dn? (и, a )sn? (vo. B) TV dn? (ма) (v. 8) 
sn(vo, B) s vo 
vo #0 == 4en(vo. B) 1 >= LL rm e Er] p & voy sn(u,a)an(u,æ) 0 
dn(vo, B) = 1 О 
сту, В) = a(K(8)-vo) 
н ue sis Ка) аа] puy 0) e forse] 
dn(vo, B) = а a sn lu. H, 
sn(vo, B)=2K(B)-v5 
vo =2K(B)= (eee => z = yen(u,a)e [7,7] p = voy sn(u, a )dn(u,æ)= 0 
el 


Equations implicites des iso-surfaces pour la fonction dn(¿a) donnée par A.Wangerin 


Les deux expressions dues à A. Wangerin еп 1875 sont justes. Le système de coordonnées s'écrit : 
р ya? sn(u,a)}en(u,a)sn(v, B) dale) y yd? эти, }en(u,a)sn(v, В) Sin(e) = dn(u,o)dn(v, B)en(v, B) 


1- dn? (u, мп? (у, B) 1- dn? (u,a )sn? (у, B) 1- dn? (u, a )sn? (v, B) 
z/2 z/2 
{av}elo.k(a)xlo2k(#] а [0л] Belot] а?+д?=1  K(a)= f aoi-a?sm"(0)) ^ к(в)= | aol- 0? sin? (0)) ^ 


L'équation implicite des iso-surfaces u=Cste est la suivante : 


(x2+y2+422P +72 (en? (u,a)- вп? Qui ean? Qus) ES у у +22) т ња) Bs (na) | agi m 
sn^(u, ac en? (и, an? (и, sn? (u, a en? (u,a) 


2 


2 


Les cyclides sont soit des fuseaux allongés s'amincissant en un segment [-y6/a,y6/a] lorsque 10 
tend vers K(a) , soit des mylonoides s'élargissant à l'infini lorsque uO tend vers 0: 


ee T sn(ug. o kal, kal, B) = dn(ug, o )dn(v, B)en(v, B) 


1 dn (ug, o )sn? (у, B) 1- dn? (ug, o )sn? (у, B) 
di H » 
Ho = 0 = cn(ug,a)=1 dn(ug,a)=1 зп(цо,а)= Ho => z=y us 5 є[-®,-у]о[у,+ю] p=7a?*u, P) [0,+c] 


„_ y Ben(v. B) | B d 2 us -Kla 
= ау, B) E Far й “ 


L'équation implicite des iso-surfaces v=Cste est la suivante : 


(?+у2+2] y? (en? (v, B) sn? (v, Ban? (v. в) zy 2,2 ice g^ up) 4 


sn? (v, Ben? (v, B an? (v. p) 


Les cyclides sont également des fuseaux allongés s'amincissant en un segment [y6,y] lorsque vO 
tend vers 0, un segment [-y wël lorsque vO tend vers 2K(8) , ou s'élargissant à l'infini lorsque vO 
tend vers K(6): 
2 sn(u,a)cn(u,aœ)sn(vo, B) "T dn(u, o )dn(v,, B)en(va, B) 

1- dn? (u, a )sn? (vo, B) 1—- dn? (u, a )sn? (vo. B) 


p=ya 


sn(vo, B) =vo 
Vo = 0 => cn(vo, B) = 1 = 2х уапц,а)хє[8,у] p = ya vosn(u, o kal, о) 0 


dn(vo, B) «1 
en(vo. B) = a(K(B)- vo) 
vo enin ton 5257 ee vo) [эзе] ря = chu 
dalvo. B) = œ sn u.a) sn( u, & 
sn(v,,B)=2K(B)-v 
EG => ==-у4и(и,а)=[-у—8] | p «ya? QK(B)-vo)sn(u, a)en(u. а) = 0 
‚В)=1 


Equations implicites des iso-surfaces pour la fonction i dn(¿a) donnée par A.Wangerin 


Des expressions précédentes de A.Wangerin en 1875, il suffit d'intervertir z? et х?+у?. Le système de 
coordonnées s'écrit : 


aan Ben. B) соу y- бае Вт) м = -y a? rna ena ens B) 


1- dn? (u, a )sn? (у, B) 1— dn (u,a)sn? (v, B) dd 1- dn? (и, ап? (v, B) 
z/2 л/2 
(e.v) elo к@) Е к(в), к(8) ael] pell a2+82=1 к(о)= | 40-o?sm^(0) ^. к(в)= | aol- в?5г(0))" 


L'équation implicite des iso-surfaces u=Cste est la suivante : 


24 524 52 „у: (обаа) зт (иат? ue) La, 2) ale, уз оз }еп ла) Вт на) a ga 
Ë +y“ + Pay se Usa EE (x +y?) 7 (x +у + ) sn” (падет? (u,a) +y B 


PTE 


EDS ` 
^B. 


Ces cyclides sont des disques de plus en plus aplatis lorsque uO tend vers K(a) de rayon y6, ou des 
haricots dont la section s'élargit jusqu'à embrasser tout l'espace lorsque u0 tend vers 0 : 


ат(шо,а niv, B)en(v.B) => _ „g2 nuo a en[uo, a )sn(v, В) 
1- dn" (usa ku (v, В) 1- dn? (uo, )sn" (v. B) 


ug = 0 = cn(u9,a)=1 ап(цо,а)=1 ѕп(цо,о) = mapear e Gl aso] z - ya? ug sni.) 
сп(у, B) сп? (у, В) 
tto = K(e)= сп(шо,а)= В(К(а)-ш) dn(us. e) В sn(ug.a)=1 
Bcn(v. В) | d 2 ya? Pto = K(e))sn(v. B) | 
апу, B) = = deg dn? v. B) ES 


2 esas] 


= р=у 


L'équation implicite des iso-surfaces v=Cste est la suivante : 


1+ B?^sn^(v, B) 
sn*(v, B) 


(x2 ey +22} yl [2 (v, B) sn? (v, Ban? (v, B) sy, -o 


(е + y2)+ y2(x2 + y? +2?) 


5п? (у, B)en? (v, B)dn? (у, В) 


Ces cyclides sont des anneaux s'amincissant lorsque у0->0, de rayon intérieur y6 et extérieur у. La 
section des anneaux va s'élargissant lorsque v0->K(6) pour englober tout l'espace : 


dr(u, a )dn(vg ° B)en(vo, B) z= ya? sn(u, o kal, a}sn(vo > B) 


1- dn? (u, a )sn? (vo. B) 1- dn? (u, a )sn? (vo, B) 
sn(vo, B) = Vo 
Vo 0 Gë 1 oos y dn(u,œ)e [78,7] z < ya*vosn(u,a)en(u,aœ) = 0 
drive, B) =1 
cn(vo, 8) = o(K(B)—-v,) 
vo = K(B) > 4sn(vo, B) «1 = ржу dae а, [— 99.5] z = у <и.) є [0,5] 
аыл) не ve) ve) 


Éléments de démonstration des formules des équations implicites des iso-surfaces pour les 
fonctions сп(С,о), sn(Z,a) et dn (Ça) 


Les expressions suivantes sur les fonctions elliptiques sont tirées de l'ouvrage originale de Carl 
Jacobi de 1829 (retraitement par A.Wangerin en 1875, vérification par mes soins) : 
сп?(и,а)– dn? (uox )sn? (ivo) 

1- a? sn? (м, мт? (ру, о) 


en(u +iv,œ)en(u -iv,a)- 


sn^(u,a)- т? (iv,a) 
1- a? sn? (u,a)sn? (ру, м) 
dn? (u,a)- a? cn? (и, п? (у, œ) 
1- a? 51? (м, )5т? (ру, м) 
Pour l'iso-surface v=Cste du système cn(¿e), on exprime à partir des expressions de Jacobi les 
fonctions elliptiques en u à l'aide des fonctions elliptiques en v : 


sn(u +iv,a)sn(u —iv,a)= 


dn(u+iv,a)dn(u-iv,a)= 


en(u,a}en(iv,æ) 
1 -a*sn*(u,a)sn?(iv,aœ) 


zip =yen(u+iv,a)= x? y? +22 =y?en(u+iv,akn(u-iv,a) et 2=у 


= Li + y? +22 fi м2? (и, ии? (iv,a))= zen (и, а) y? dn? (и, a )sn? (iv ,a) 

= Li + y? + z?)-a?sn*(u,aœ)sn?(iv,a x? + y? + 22)= y^cn? (iv,a)- y? dn? (iv,o)sn? (и, œ) 
= y ^dn? (iv,a)sn?(u,a)-a°sn°(iv,a x? + y? + z? jn? (u,a)= y2en2 (iv,a)— G2 + y? +22) 
Е у? B°sn°(iv,a)+ ап? (о) + y? +Z 


y2dn2 (ву, а) ат? (ру, aX? + y? TE 


y?en? (у, и) x? + y? +22) 2 
y2 dn? (iv,a)- a? sn (iv, o + y? +z?) 
2 _ (Ри? (ву) ат (iv, ax? + y? +22 lyon? v.a) dn? (iv,o Ax? + y? +22 ka? (iv, a) 
у? (an? (ру) een? (iv, o ni (iv, a) 
y^ B? dn? (ivo )sn? (у, осп? (iv, a) 
= y? (dn?(iv,aœ)-acn?(iv,a)sn?(iv,œ)f =? = -a?*sn*(iv,a)dn*(iv,a)en? (iv, œ x? + y? ez + 
lui + y? +22 ant (iv, o) а? Вт у, (ivo) 


сп? (u,a) 


ви? (u,a)= Ç 


Injecté dans z z 


zd (e + у? +22} ну? (а) аст enker „2 y?(x2 + y? + z? ааа аи а y^ p 0 

OG an (iv, a ka (7и, a Jan (iv,a) a sn (iv, a Ma (iv,a) a 
Une fois transformée les expressions sn(iv,a), cn(iv,a) et dn(iv,a) on obtient le résultat donné plus 
haut. 


Pour l'iso-surface u=Cste du système cn(£ a) c'est le processus inverse, et l'expression obtenue étant 
de la méme forme que l'expression précédente en changeant и en iv, il vient immédiatement : 
en? (u,a)- (2 + y? +z?) 
y?°dn?(v,a)-a?sn? (u,a x? +y? +z?) 
À = (rdn(v,a)-a2sn?(u,a\x2 + y? + 22 Yos? (u.a) dn?^(u,a x? + y? +2? ka? (Qo) 
y an? (иа) a2en2 (и.о)? (а) 
ап? (и, а) acn? (и, зп? (и.о) g De + y? +22 an (а) a? B?sn* (u.a) 4 p? 0 


2 2 2 sl 
zi igo Fe а? sn?(u,o)en? (и, мат? (u,a) a? sn? (и, а an? (u.a) í а? 


> sn? (в, а) = 


Pour l'iso-surface v=Cste du système dn(£a), il vient : 


dn(u,a)dn(iv,a) 
1-a?sn°(u,a)sn?(iv,a) 


z+ip = ydn(u+iv,a)= x? e y? +27 = y! dn(u iv,a)dn(u- iv,a) et z= 

> (x +y +2?) а?ѕп (u, и? (iv, ax? +y +z2)=y?dn (и, a)- Y?^a?cn^(u,a)sn? (iv.o) 

> (2 + y? +22} а?ѕп sl и? (iv, ax? + y? +22)= y (- a ? sn? (м, a)- УЗ? (1 — и? (аи? v.a) 
) 


> (2 + y? +22} a*sn*(u,a)sn?(iv, ax? y? z?)=7? (an? (iv,a)-a?sn?(ma)n?(iv,a)) 
AM s^ (ua) - — y ? dn NI er Li + y? +Z d, i Е Eee SE +0) 
У?сп (у, а) -5 (гу, а 2 +y? +2 ) усп (iv,a)-sn (ol +) +z ) 
>z? =y? ап? (и, мат? (ру, — (v2cn?(iv,œ)-sn?(iv, ax? + y? +z? lo y gis (у, а)+ сп? (iva ko? + y? +22 an? (ivo) 
(1-asn?(u,a)sn?(iv,a)f y (cen?(iv,a)=sn?(iv,œ)dn?(iv,a)f 
у? B*en?(iv,œ)dn?(iv,œ)sn?(iv,œ)- 
= y em? (ву, т? (ру, ада? (ву, 04} z? = - (x? + y? +22 f sn?(iv,a)en?(iv,a)dn?(iv,œ)+ 


+7*dn*(iv,œa)\x? + y? +22 en" (iv,a)+ B?sn“(iv,a) 


21 2/: 2(. 2(; 4(. 2. Af. 
27 (cn (iv,a)=sn (7и, а)ап liva) 2 2\cn liv,a)+ B sn (iv.a) = 0 
sn°(iv,a}en”(iv,a)dn”(iv,a) é l: Lo ) cn? (ру, п? (ру, L 
Pour l'iso-surface u=Cste du système dn(&a), toujours en inversant la substitution, et en 
remarquant que l'expression est parfaitement symétrique dans l'inter-change u<->iv, il vient : 
ап(и, e Mali.) 
?^sn? (n, ac )sn? (iv, a) 
y2an2(u,a)— [2 + y? +22) dn? (iv а)= - y? В?зп?(и,а)+ cn? (u,a x? + y? +22) 
y сп? (u, œ )- sn? (u.a x? + y? +z?) Í y^en^(u,a)- зп? (uo e? + y? +z?) 
27 2fen (и, a)-s п? (u, a)dn?(u, «)} cn*(u,œ)+ B?sn*(u,a) 
sn? Lu, o ka? (и,а)ап?(и,а) сп? (u.a зп? (u,a) 


> (x2+ y2 +22) Hz 


z+ip = y dn(u +iv,a)= x? + y? +22 = y?dn(u* iv,a)dn(u 1, а) et z=) 


1-а 


> [2 +y2 +22) + z y + y2 +22) +7482 = 0 


Pour l'iso-surface v=Cste du système ѕп(с,о), il vient : 

2 sn?’ (и, м) sn? (iv,a) PN sn( u,a }en(iv,a)dn(iv,a) 
1-a°sn (м, )5т? (ру, м) 1-м? sn? (u,a)sn? (ру, а) 
5 2а Ch y?sn°(iv,a) PX a?sn? (и, зп? (iv, a)= y?(1=a?sn*(iv.a)) 

y +G sn (iv, ax? + y? +?) y? a? sn? (iva? + y? +z?) 

2 = у2 sn*(u,œ)en?(iv,a)dn?(iv,a) _ (2 +a?sn?(iv,a fx? + y? + 22 (x? + y? + 22)+ ут? (ру аи? (ву, аи? (ру, 

(1-a?sn(u,a)sn?(iv,a)f y? (1-a2sn*(iv,œ)f 


=> y?(1-a2sn*(iv,œ)f =? = [risit (а) sisch? + y? +22} +7?(x2 + y? ++ mtv.) ev.) (v.a) 


z+ip =ysn(u+iv,a)= x2 + y? +22 = y?sn(u* iv,a)sn(u—-iv.a)- y 


ва = 


= Z 


2 2 2Ÿ 22 (1-a2sn*(iv.a)f 2(.2 .2. 2 1 a^ sn" (iv,a) Y 
| + y? + | 0 
>Ë Du Y ) iii o sn? (iv. a en? (iv, o: an? (iv,a) - 6 ois ) a*sn*(iv,a) oi 


Une fois transformée, on trouve l'expression la plus « simple » de l'iso-surface v=Cste du système 
Bi-Cyclide : 


2, pe ие В) y* 0 
| «?сп? (v, B)sn? (v, B) P 


20:22 2} > 9 : 
Ë +y +z | +2?у 23-3 


Pour l'iso-surface u=Cste du système sn((, ol il vient : 
sn^(u,o)- sn? (iv.a) 
1- a? sn? (м, )5т? (ру, м) 
p - iy nsns rmv.) ac y?sn?(u,œ)-(x2+ y? +22) 
1- a? sn? (u,a )sn ?(iv, a) Y каң + y? +7 sn?(u,aœ) 


L7 -a?(2 + y? +2 du Lu, o = D +2 zr ў Zen? e )en? (u.a Main. e) 


ztip- 7sn(u+iv,a)= x? + y? +22 = y sn(u+iv,a)sn(u-iv,œ)= y? 


=> p? = 
HIERT KE EE BEE 15 2 2[_2 2 2 2.4 2 2 
= y ( a< sn (аа) р = sn Gu a [e + y? +Z 2 $ sn (u.a) y (x +у +2 Yea sn (ласт (и, o )dn (u.a) 
2 12 a? sn^ (u,a) y* =0 


l- a’ sn (u, a) у202 by dz ) d 
a? sn? (м, a kn? (м, a )dn? (u.a ) a? sn? (u,a) a? 
Là encore c'est l'expression la plus « simple » de toute celle figurant dans la littérature que j'ai pu 
trouvée, fausse ou correcte. 


аа и 


On retrouve bien l'expression de Р.Мооп et D.E.Spencer : 


zd (e +y? +22} " Li чу? 2 | IEN ceca y^ 2 1+a2sn ша ) 


асп (и, a )dn? (u,a sn’ (ma) 


Or al- a*sn*(u,œ)f —en?( PS ађ1--а?зп' (и.а 2). gt органа) [L +a? int (ua) 


Се qui est loin de simplifier l'expression ! 


Normalisation selon Bócher des équations séparées pour le système Bi-Cyclide sn(&a) avec la 


2 2 
fonction de séparation V1- 4" a)n? (v.p) 


La normalisation selon Bócher d'une équation différentielle du deuxième degré consiste à écrire 
l'équation différentielle sous la forme suivante : 

а?у 1| m m, d Ag ++ Az! d? d 

xt db RES ER Ca)" == y-0 => FPE) = +0(2)у = 

Sans entrer dans le détail de la méthode du développement de Frobenius, le principal intérêt de 
mettre sous une telle forme c'est de pouvoir définir son équation indicielle permettant de 
déterminer la forme du développement de la solution autour d'une des singularités de la fonction 
P(z), singularité qui est présente dans le domaine d'étude de la fonction solution. 


Sans la dépendance azimutale la variable de séparation m est nulle et le système d'équations 


Cl assise dmt atat c sl B^sn(u.a) jJ moe 


en(u,a)dn(u, о) ди en(u,o anu, o 


s'écrit : 


CR tosta s. s | ne vi сабя) al 0-0 


ov? sn(v, B)en(v, B) ду cn(v, B}sn(v, 


Solution de la forme AJ — дп? (м, a)sn? (v, B)H(u)etv) 


En effectuant le changement de variable z = sn^(u,a) dans la première équation : 


d d 1 1 
a rea) = dz Vi 2 X 2sn(u a) dz 

É ? z =sn*(u,a) = 25п(и,о)п(и,о)ап(и,а) 
L nta a)) d (Л z) | = : = "n 
dz 2 dz 241-z | 2cn(u,a) dH dz dH dH 

= 2sn(u, “дети, o )an(u, œ) 

d d S a? a? du du dz dz 
— (dn(u,a)) ( 1-а z) = – 
dz dz 2V1-a2z 24n(u,a) 


d сп ‚а dn( ‚а sn( ‚а "( ‚а a? snl ‚а сп( ‚а 
=> ens enl, ns œ)) = pau porn шна ) 
_ en?(u,œ)dn?(u, œ)= sn? (u, )an? (u, œ)-a? sn? (uec en? (u,a) 

2sn( u,a \cn( u,a )dn( u,a ) 


ан dz а (ан d dH 
- = 2; d LNG di erge 
ан? du SEA sn(u,a)en(u,a) на) sn(u, о спи, а) n( u,a) dz ) 


$ : 3 d'H d dH 
= Aen (u,a km Lu, o an (u.a) P + Азп(и, Jen(u, or an(u. o) (sn(u, œ)en(11, a an(us œ )) 7 — 


2 


2 2 2 d'H 2 2 2 2 2.2 2 dH 
= Asn? (u,a en? (u, oan? (и, a) ES + cn (u,a)dn*(u,œ)-sn?(u,a)dn*(u,a)-a?*sn*(u,œ)en (a) 


La première équation prend la forme : 


CH 1j1,. 2 ,_2 z.b Ç EE DEEN plo 
dz? 212 2-1 d dz 


En effectuant le changement de variable z = dn°(v,6) dans la deuxième équation, il vient : 


2= йп?(у,В) B’sn°(v,B)=1-z  B’en°(v,B)=z-a? = =-2ß°sn(v, B)en(v. B)dn(v, B) 
У 

а _ d JÀ-z 1 = | 

a; (sn(v. B) “| B J 2BVi-z 28? sn(v, B) 

d а [а | dO _ dz dO 5 a 
z ent. B) d B | 28-а? 2В?сп(у, В) ` ау dv dz SS sn(v, B)en(v, B)dn(v, B) dz 
d d l 

PAG (v. B))= t )= 2dn(v, B) 


=> 4 (sn(v, Ben(v, B)dn(v cn(v, B)dn(v, B) | эту, B)dn(v. B) , nv. Bleck, В) 
(sn(v, B)en(v, B antv. B)) 2B? sn(v, В) 2B?cn(v, В) 2dn(v, В) 


— сп? (у, Ban? (v, В)+ sn? (v, B)dn? (v, B)+ B2sn2 (v, B)en? (v, B) 
i 28° sn(v, B}en(v, B Mal, B) 


Je asi pleno pan B) Z [2* mtv. pnt yate. p) Ë ) = 


429 
dz? 


аө dz а (аә 
dv) dv del dv 


de 
dz 


= AB^sn? (v, B)en? (у, B an? (v. B) + 4b*snlv, Bento, De, В) Gn B)en(v. B)dn(v. 8) 


do 
dz 


= Alen? (v, B)en? (у, Ban? att 2 + 28?(- сп? (у, B)dn?(v, B) + sn? (v, В)ап? (у, В) + B?sn? (у, B)en? (v, p) 
La deuxiéme équation prend la forme : 


eee 2 2 je. ¿z Xe а?) Sch 


dz? 22 -1 2-а?) dz Als EL - a? f 


On vérifie aisément qu'il s'agit du méme résultat que celui donné par РМооп et D.E.Spencer. Ces 
derniers qualifient ces équations de Heine (lorsque m=0). Mais cette dénomination semble unique 
dans la littérature, sauf en référence circulaire de leur ouvrage « Field Theory ». Recherchez 
« Heine's equation » sur le Net, tout comme « Wangerin's equation », et je vous souhaite 
suffisamment de temps pour voir aboutir votre quéte. Une seule chose est süre c'est que ces 
équations sont dans la catégorie des équations de Heun. La seconde chose süre c'est que vous 
aurez du mal à trouver une forme analytique de cette < fonction > implémentée dans un logiciel. II 
faudra bien souvent se contenter d'un calcul numérique approchée des solutions à partir des 


données concrétes du probléme aux limites à résoudre (exemple un probléme électrostatique). 


17 . ^. . 2 1 
L'équation dites de Heine : y" (=) + ; 


1, 2 2 |. 2z—À _ ossède 4 singularités 
| pe ss: po 00-0 P g 


z 2-1 z- z-1\z-c 
en z=0,1,c et ee. Sans calculer l'équation indicielle pour chaque singularité, j'indique rapidement les 
racines € et la forme correspondante du développement autour de la singularité : 


Sinqularité z=0 


Les racines de l'équation indicielle sont &=0 et £=1/2, il y a donc deux formes du développement 


autour de 0: 1-0 


Singularités z=1 et c 


La racine de l'équation indicielle pour ces deux singularités est double £=0, il y a donc deux formes 
du développement autour de z0-1 et z0=c : 


l=% 


n()= 242-20) 


© 


ya (z)= Log(z -zo)31(2)+ b;(z-26) 


Cela permet d'indiquer clairement la solution régulière ou non autour d'une des singularités. 


Normalisation selon Bôcher des équations séparées pour le système Flat-Ring-Cyclide avec la 
2 2 
onction de séparation Y! - ^" (Ge) ^v.) 


Les équations séparées prennent la forme : 
Cl, riui), [sot т до 


ди? sn(u,a) ди sn’ (ma) 
e?e(v) 2 sn(v, B)en(v, B) ee(v) 2 за? t dn^(v, В) S 
y B ES B) zm ++—4п (v, B)- Am an^ (v. B) ev) 0 


Solution de la forme = ап? (и, a)sn?(v, B)H (u)etv) 


En effectuant le changement de variable z = sn°(u,a) : 


dH 


— = 2sn(u,a )en(u, a )an(u, 22 
du dz 


2 2 
` — = 4sn? (ua er (u, a)dn? (u, œ) E = 2n? (u, aan? (a, or) - sn? (a, an? (и, а? т? (ui, en? (м, а) 
u 2 z 


Il vient dans la première équation : 


{н 12 1 _ 1 (daH, (a2z- AE- HEC ES) o 
dz? 2|z 2-1 deb de ` 42?(z-1)a? z-1) 

2 
[04 


En effectuant le changement de variable z = dn°(v,8) : 


Z = 2f si. B)en(v. вау, p) E 
v 
dO аз“ sn? (у EQ ых )+sn?(v. B)dn?(v. B)+ B*sn?(v, Ben?(v. p) 


Il vient dans la première équation : 


2 2122 2 
d 2.112. E rcd |. em («2+2 о-в 
2 


dz? 2\z -1 z-a?) dz 42?(z-_1)z-a?) 


On vérifie aisément qu'il s'agit du même résultat que celui donné par P.Moon et D.E.Spencer. Ces 
équations sont dites de Wangerin par P.Moon et D.E.Spencer (lorsque m=0 notamment). 


L'équation dites de Wangerin: BEIEN l 1 bor BER possëde 4 
Z 


z 2-1 z-c z-1\z-c 

singularités en z=0,1,c et =. J'indique rapidement les racines & et la forme correspondante du 
développement autour de la singularité : 

Sinqularité z=0 


La racine de l'équation indicielle pour cette singularité est double £=0, il y a donc deux formes du 


développement autour de 0 : 1-0 


Singularités z=1 et c 


Les racines de l'équation indicielle sont &=0 et £=1/2, il y a donc deux formes du développement 


autour de z0=1 et 20=с : 1=0 


Normalisation selon Bócher des équations séparées pour le systëme Disk-Cyclide avec la fonction 


de séparation V17% (Ha)? (v.p) 


Les équations séparées prennent la forme : 


д°Н(и) sn(u,a)dn(u,a) ƏH (n) 2.2 ‚ a*cn*(u,œ)- B? 2 
ди? оа) Ou +a sn (u,a)-¢ +m Pra) м0) = 
zol) sn(v. B an(v. B) oe(v) , бы use В?сп“(у, B)- а? T 
ду? cn(v, B) ду | ау сп? (v, В) ө ER 
Ə2@(v) sn(v,B)dn(v,B) 8@(v) | „2 ; › B'en*(v, B)- a? Z 
GE GE => -ø sn'(v,B)-£ —1+т В) je()-o 


Solution de la forme М1 di (и, аут? (v, B) H(u)e(v) 


En effectuant le changement de variable z = cn?(u,a) les dérivées première et seconde s'écrivent : 


z = cn?(u,a) Le -2cn(u,a)sn(u,a)dn(u,aœ) RE PAT ваа Mo) npa id 
du du du dz dz 
q d 1 1 
— (S = V1 = = 
dz (ru or) dz | z) 2/1—2 2sn(u,a) 
d d 1 1 
g ea) dz М) 2./2 2cn( u,a) 


d _ d 2 ој a? = a” 
Zell = (Ap az) ва? da) 


E < (sn(u,œ)en(u,a)dn(u.,œ)) cn(u, o dnlu,a) sn(u,a)dn(u,œ) | a? sn(u,a )en(u,o) 


2sn(u,a) 2cn( u,a) 2dn( u,a) 
— сп? (и, а дат? (и, а) эп? (и, мат? (u, a) a? sn? (u, ox)en? (u,a) 
Ë 2sn(u, a en(u, o dnf u,a) 


EE 


z dz 


d'H dz d ( dH 
du? du dz\ du 


А 5 2 ан ан а 
= Aen (u.a jen Lu, o )dn (u.a) SS +4——зщи,о)еп(и,а)}йп(и,о)—-—(л(и,о)еп(и„а)ап(и,о‹)) 
2 
= Asi (лает? (aan (u, œ) € - + 2(- сп? (и,а)ап? (и, а) sn? (и, аан? (a, a) + a sn (u Jen? (ua) Z 
z 2 


Injectons dans la première équation, cela donne : 


а?н 1 Ra a? dH 1 2(-2)-c}m (22-82), _ Ç 
d? 2|z 2-1 B? +a?z dz 4 221-28? + a2z) 


Et dans la deuxième équation avec la substitution z = cn°(v,6) , il vient : 


аө 1/2 1 в? lae 1[ç-a°-p;)+m°(p27?-a°) 
dz? rs dz 4l z?(1- zæ? + 8?) Mer 


Vérification faites dans < Field Theory Handbook > de P.Moon et D.E.Spencer, ce n'est pas tout à 
fait le méme résultat sur le dernier terme de fonction. A vous de juger qui a tort, qui a raison. 


Mais ce n'est pas la forme la plus commode pour une identification avec l'équation de Heun 
lorsque Гоп étudie un problème sans dépendance azimutale (т=0). En revanche nous connaissons 


la forme Jacobienne elliptique de l'équation de Heun : 


z-sn'(xa) у+б+==а+В+1 
e 18 y(x) | ler pee oan) (28 "а Jdn(x,œ) (2 паја) у(х) да? буи (xo) - q]y(x) - 0 


ôx? sn(x,a) cn(x,œ ап(х,а) Ox 


Cela donne pour la première équation en и: 


1 um - "EU, 
Boo ó-1 4GB=1 4а?4=6 у+б+==2=а+В+15а=В 5 “CA y(x)= H(u) 


y 
e HU ) sn( ,a )dn( ,a) ƏH( ) Ak I 
i e 2 ee sn (u a) E jH(u) - 0 


8-1 448 =1 4f)g-1-C y+ó+e=2=G@+B+1— @= В : x=v у(х)= Ө(у) 


y 
д?Ө(у) _ sn(v, B)dn(v, B) otv) | < EE 
ôv? cn(v, B) ду 8 ( B) © et ) 0 


z(z- 18? = 1) 


B 29 он 02050 ve)=0 


Normalisation selon Bócher des équations séparées pour le système apparenté Bi-Cyclide sn(¿ a 


avec la fonction de séparation 1/Vp 


Dans ce cas la variable de séparation m doit étre nulle et le systéme d'équations s'écrit : 


@H(u) jf1 B’sn(u.a) Y 
a ^ E н) (и 2627) р Мал (иа)? (v, B) 
спи, niu, . 1—dn^(u,a)sn^(v, B 
Solution de la forme 


=" É yz tes | CH Ven, o Wal ae )sn(v, B)en(v, B) 


H(ujetv) 


4 v, B)sn(v, В 


En effectuant le changement de variable z = sn^(u,a) dans la première équation, il vient : 


г = ана) 
и 


42 
2 2 
` ы = 4sn? (ua er (a cn? (u,a) H een (a en? (ua) sn? (usn? (и, ап? (uen (u, œ) ZZ 
и [2 2 
CC H(u) , É m?) pisn’ (u,a) LÀ H(u)=0 
ôu? 4 cn? (u, adn? (u, a) 
4 42 
ОЕ 
ан 1 1 1 a?  |dH [4 cn’ (и, o)dn? (и, о) 
me cari 2 2 2 T 2 2 2 ATIS 
dz 2 \ sn (u, a) cn (u.a) dn (u,a) dz 4sn Lu. a km Lu, o )dn (u.a) 
2 4 
OH 1 Le EE dH | É m?) B À А ub 
dz? 2ļz 2-1 E dz 4 4(1-zY(1-a2zf 4z(1-z)1-a?z) 
2 


En effectuant le changement de variable z = dn?(v,6) dans la deuxième équation, il vient : 


49 = -2B" sn(v, B)enlv, B niv. p) 


dv 
re = 4B*sn°(v, B)en?(v, B)an?(v, B) re «28? Cen? (v, Ban? (v, B)+ sn? (v, Ban? (v, B)+ ри? (v, B)en?(v, GEZ 
v z 2 
zov). É j dn? (v, В) 

ду? | 4 i сп? (v, В)ѕп2 (v, В) 7 ES 

É m?) ап? (v, ) d 

— dO 1 1 ИЕ ги de | 4 спу, B)" (8) Jozo 

dz? 2 dn2 (v, B) B?sn°(v,B) В?сп? (у, В) dz 4B*sn°?(v, B)cn?(v, B)an? (v, B) 


a d*O Ai GEES IS, É 2 B'z À aon 
dz? 2|z 2-1 z-a?] dz 4 4z(z 1) (о?) Az(z -1 z-a?) 


Toutefois on montre qu'il y a équivalence des deux systèmes d'équations séparées Bi-Cyclide 
suivant les deux modes de séparation, grâce à un résultat donné notamment par G.Valent portant 
sur l'élimination du terme de dérivée première dans une équation du Gg 


d? H(z) | af ú en(z.e leo), n, sn(z,a )dn(z,a) ma? tie) 86 Lk N(N 2m, Da 22 (2,а))н(и)= 0 


dz? sn(z,a) сп(2,0) dn(z,a) 
Considérons Н(2)= sn'^ (z,a)en"* (2,о)ап" (z,a Y (z) N = m; +m, +m, +m 
2 2 3772 
gru oU duy. Poe tune qq у Qua) ote s a В Ga ci) 
dz? sn°(z,a) cn^(z,a) dn? (z,a) 


A = 45+ (m, +m)? t a? (m, +m, P 


Expression également applicable en substituant o par 6. 


Les deux équations séparées sont sous la forme suivante : 
Solution de la forme diss dn?( (u,a a )ѕп? (v, B)H Lu lu ) 


d ? H(u) dn ?(u, o) a? cn ?(u,a) dH(u) , oiim 2 pisn? (u,a) H(u)= 0 
du? sias a) en(u, o Mala, a) du MED (use) ze cn°(u,a)an?(u,a) (x) 
d? H(u) sn( u,a ати, a) 2 sn(u,a)en(u,a) dH(u) 2.2 2 Вп? (ma) » 
> > 4 Aa) a aues) 2 *42a^sn (u.a) с-т DOES) H(u) 0 
d?e(v) сп? (у, B)- sn ? (v ,B) de(v) 2 ‚ 2 dn? (v, B) _ 

ER +dn(v, В) sv. B env. B) ES +4—2dn (v. B)+5 m nv, В}. B) SD 0 

d?e(v) сп(у, B)dn(v, В) sn(v, B)an(v, В) de(v) 2.2 2 dn? (v, B) 
ix dv? 4 sn(v, В) cn(v, B) dv Mem (v.B) GE сп? (у, B)sn?(v, B) e) 
Il est clair que le terme en m des deux systèmes d'équations est identique, pour montrer 
l'équivalence il suffit donc de réaliser le calcul pour m=0. Appliquons le résultat donné par G.Valent 
à la première équation pour т0=0,т1=0, m22m3--1/2 , N=-1, 45=-{ : 

yc) _ dl. с 

Hiz)- V(iz)- Alz 6 t 1A- V(z)iYiz)-2 0 

Gre El ri dr) > TEL a- repo 

Е 1+4? 1| dn (z,a) a°?cn°(z,a) dn #(z,a)+a°cn“(z,a) 
SUE 4 á js. dn°(z,a) 4cn°(z,a dn? (z, a.) 
1 41“ (2,4)+ o? en* (z.a)) . 1+? ¿ 1 dn*(z,a)+atcn*(z,a)+(1+ a? kn? (z an? (z,a) ¿ 
4 cn'(z,a)an^(z,a) wa 4 сп?(2,а)ап?(2,а) 

Or dn*(z,œ)+ a*cn^(z,a)-(1+ а? ken? (z,a jdn? (z,a)= B*sn? (u,a) 

> dn*(z,a)+ a? cn^ (za) a er? en? (2, o Mails, el B^sn? (uo) 2(1+ œ? en? (о) (z,a) 
1 B*sn^(u,a) 1+a? 1+a? d?Y(z) 1 Вп? (и,а) 
2)= sons № = À z)- 

— À v( ) dU AY E) > б Posons A = 6 5 > PU + "i БАТЛ G SS 1 Y( ) 0 
Appliquons le résultat donné par G.Valent à la deuxième équation pour m0=0,m3=0, т1=т2=-1/2, 
N=-1, 4s=C-2 : 
A d?Y(z) 


А-У(2)= 


1 сп? (z, 8)+ sn? (z, B)an? (z, B) 
4 сп? (z, B}sn°(z, B) 
1 cn? z,B)+sn° = dn? (z, В) p 
4 Chr 47 
B)+ sn 2(z , Ban? (z.B)- dn? (z, B) - B?cen?(z, B)sn? (z, B) 
324266) 24 dn A) 


A-V(z)= 


Or cn ?(z, 


B? B? _ d’Y(z) |1  dn?(z,B) _ 
1+ 5 +6 Posons À, =f -1+ > => + р. a" Y(z)=0 


2 2 S i " 
Comme nous avons A =Ç _ 2 r er 14 2 =>4,- 4 = 0 le système d'équation obtenu est 


exactement celui donné par N.N.Lebedev et l.PSkalskaya dans < Problems of Mathematical 
Physics », Prentice Hall 1965 en exercices n°517 à 519 pages 248 et suivantes : 


d'H ) 1 B^sn?( ,a) SS 
> 4 suu ukan una) daa 


d'O(v) | 1 ап? (v, B) М T 
2 da alot) > 


J1- an? (и, ап? (v, В) | 
Vera inn ne в 


Solution de la forme 


Comme les deux systémes d'équations sont parfaitement équivalents, que la forme : 


Ji - an? (u,o:)sn2 (v, В) А 
Tarno Ей 


présente des pôles potentiels au dénominateur contrairement à la première forme de séparation 


V1- dn?(u,œ)sn?(v, B)H(u)@(v) 
alors il est préférable d'utiliser cette dernière pour la construction des solutions. 


La normalisation la plus aboutie utilise un calcul que j'ai trouvé dans un ouvrage de Chester Snow 
de 1954 « Hypergeometric and Legendre functions with applications in Potential Theory » dans 
lequel il étudie le système généré par la fonction de révolution i dn(u+iv,a) (formule X7(27) page 
336). Dans notre cas le résultat se démontre facilement avec un peu d'algèbre et Mathematica. Le 
système d'équations est équivalent aux deux équations de Heun suivante : 


ди? 4 (a, a jdn” (u,a) 


еб), ( EH Ges | 


Jt - dn?(u,a)sn°(v, B) v 
Ven(u,a)an(u, a}sn(v, B kt, B) UN | 


Solution de la forme 


2m+1 


+ 2m+1 
ue z, = sn? (u.a) H(u)= Jen(us oc an(us a )en" (u,a jdn” (u,a)A(2,)=(1-2,) 4 (1-a2z„) 4 H(z,) 
ode 2 Ani 2m+1 _ 
z, =dn?(v, B) @(v)= Jsn(v, Ben(v, B)sn"(v, Ben" (v, BJO(z,)=(1-z,) + (,-a°) 4 @(z,) 
ан 1|1 2m+2 a2 2m+2 dü. (2m+ az, e? (т+1)-1-а?)+2А LN 
P" dz À 2 |2, l-z, 1-a?z, dz, 8z(1-z„)1-a2z„) 
аө 1/1 2m+2 2m+2 de (2m e Maz а? (m +1)-1- 02 «24 бй 
dz? 2|z, l-z z, -a?] dz, 8z(1-z, z, -a?) 


Normalisation selon Bócher des équations séparées pour le système сп(Са) avec la fonction de 
séparation 1/Vp 


Dans ce cas la variable de séparation m doit étre nulle et le systéme d'équations s'écrit : 


P (ron gie] ro 


200, [acne Y 262) Y аа 


En effectuant le changement de variable z = cn°(u,a), les dérivées première et seconde injecté dans 
la premiére équation donne : 


Jt - di? (и,а)»? (v, В) v 
Jsn(u, ax )an(u. o )sntv, B)dn(v, B) SE 


Solution de la forme 


des orani UR Z 

du dz 
Я 2 

Е 7 Asi (oer? (us oan (usa) H of- си? (и, ођап?(и,о)+ sn? (a, can? (ua) a° sn? (uen Qu el? 
u > | 


FN № 
ô2H(u) | le т) а jap oe zx = a н(и)=0 


45т? (и, a ki (и, ап? (и, о) 


1 2 сп? (и, <) 
2 2 2 2 2 2522 2 m 2 2 +4 
ut d H 1 — cn Lu. o )dn (u,a)+ sn (u, o an (u.a) G sn Lu. o km (u.a) dH | 4 sn (u,a an (u.a) 


dz? 2 sn°(u,a )en? (и, a an? (u.c) dz Aen (u,a jen? (и, ox dn? (u,a) 
1 cn? Hu, 

, Crete] 
d H 1 1 1 REN. їн ү sn"(u,a)dn"{u,a H =d 

dz? 2 сп? (u,a) sn’ (ma) ап? (u,a) dz Asn? (u,a jen? (u,a an? (и, о) 

ан 1|1 1 1 dH É À 1 D 
> + + + т + H=0 

dz? 2|z 2-1. p dz | 4 4—2} (в? «a?zJ Act z 8? +a?z) 

a 


En effectuant le changement de variable z = cn°(v,6) dans la deuxième équation, il vient une 
formule identique en intervertissant a et 6 : 


d'e 1 ре dëi. É т) 1 А 
4 4(1=z)?(a2 + 822) 4z(1- za? + 822) 


Là encore on montre qu'il y a équivalence des systëmes d'équations séparées suivant les deux 
modes de séparation, en utilisant l'élimination du terme de dérivée première donné par G.Valent 
sur les deux équations de la forme : 


Solution de la forme AJ - дп? (u, or len? (v, B)H(u)et(v) 


d? H(u) [сп(и,а)ап(и,а) > en(u,o)sn(u,a)] on (u) 2,2 2 сп? (u,a) 
ad 4 Po i bua) | Ce Je EE EE it С 


= 07 [абый ga ph) 296), ere (0) e) e= 


Il est clair que le terme en m des deux systèmes d'équations est identique, pour montrer 
l'équivalence il suffit donc de réaliser le calcul pour m=0. 


Pour ces deux dernières équations il suffit d'appliquer le choix de paramètre m12m3--1/2, 
m2=m0=0, N=-1, 4s=-2- À ои 45=А : 


e H(z) m e(z) 
H ) sn(z,œ)dn(z,a) a ) sn(z, B)dn(z, В) 
E E erg 
4^9(z), EE Z 1 dn? (z, B)+ В?сп? (2, B)sn?(z, B) ETT 1 36? 
12 (4; -7,()6() V. (=) 4 sn2 (z, Ban? (z, p) AA 4 p 


2 2 2 >. 2 2 
ce n (z,a)+a cn Lo len (z,a)= dn (z,a }sn (z,a)+en (2,а) 


dn°(z,B)+ В?еп? (т, B)sn?(z, B) = ап? (z, B sn? (z, B) + cn2 (z, p) 


d?G(z) l 22.1 cn2(z,p) = 

+42 + © 

Bear E ier 

Moyennant le changement de variable de séparation, il s'agit du même système obtenu par 
N.N.Lebedev et I.PSkalskaya dans < Problems of Mathematical Physics >x, Prentice Hall 1965 en 
exercices n°517 à 519 pages 248 et suivantes : 


= a E а m ni =0 â = 4 + z + e 


Col," cn^(v. B) D = olution de la forme EENEG v 
SE Meet, Jee => 


Les deux systèmes d'équations sont donc équivalents et comme précédemment pour le système Bi- 
Cyclide, le premier a l'avantage de ne pas présenter a priori de pôles dans sa construction. 


La normalisation la plus aboutie suivant le procédé de Chester Snow de 1954 « Hypergeometric 
and Legendre functions with applications in Potential Theory » (formule X7(27) page 336), 
moyennant les changements de fonctions et de variables qui suivent, donne les deux équations de 
Heun : 


T x” G een) ни ° AJ - an? (u,ar)sn2 (v, B) 


Solution de la forme H(u)e(v) 
e?e(v) р 1 A сту, B) 2 /sn(u,a)dn(u,a)sn(v, B)dn(v, B) 
ôv? G u 2) KR 9 


2m+1 


E 2m+1 v 
M Zu = сп? (uam) Н(и)= dent, o ати, sn" (u,a)dn"(u,a)A(z„)=(1-z„) э (82 +@?г„) A H(z,) 
` р iy 2т+1 2т+1 | 
z, = ebe, В) Ө(у)= /snlv, Banlv, В) зт" (v. B)an" (v, BJS(z,)=(1-z,) а la? + B^z,) + G(z,) 
d'H 1l1 2т+2 , 2m+2 | dH (2m 1f? — 82 —4= ,a?(m+1))+ 24 " 
dz? ШЕ 2 1-2 TM 2 2 d Si jm 2 2 H =0 
z „ u u B +a Zu | 02, 8211 „Їй +@ zu) 
> 
d^ 1|1 2т+2 52 2m*2 dë. (2m «1X8? =a? — az, B*(m+1))-24 ЕБ 
dz? 2|z, de a? + B?z, | dz, 8z(1—z, Ja? + B?z,) 


Normalisation selon Bócher des équations séparées pour le système dn(&a) avec la fonction de 
séparation 1/Vp 


Dans ce cas la variable de séparation m doit étre nulle et le systéme d'équations s'écrit : 


Zn, z en sanno 


ди 4 ш.а )en? (u.a) 


eet). It ш ec 


ov? 4 эп“ (у, В) 


М1 dn? (ио)? (v, p) , 
Noe е 


Solution de la forme 


En effectuant le changement de variable z = dn?(u,a) dans la première équation, il vient : 


48 = 20? sn(u, a kan, ыы 
du dz 


2 
= ы Е sat (kr нома) 
и 


_ dH |1 1 l SE, É 2i oi ñ À PN 
d?) 2 |= 2-1 z- В? dz 4 4-2} c - 82} Az(1— zz - 8?) 


En effectuant le changement de variable z = dn?(v,B) dans la deuxième équation, il vient : 


d°H 1 1 К 1 ан 
dz? 2 |dn*(u,œ) a*sn*(u,œa) а?сп2(и,а)) | dz 


2 = -28?sn(v, p)en(v, B an(v, p) 29. 

v dz 

d^ a? п? ÇÀ аө 1 1 l І 28 
p = 4B*sn? (у, Bn" (v. В) en ЖШШЕ; а Вет, 8). >=] dz | 


аө 1[1 1 1 lae їс = 1 À 
rot + + 5 + т > ; 9270 
dz 22 z-l 2-а dz 4 4(1— z) Ach z)z-a ) 


Là encore on montre qu'il y a équivalence des systëmes d'équations séparées suivant les deux 
modes de séparation, en utilisant l'élimination du terme de dérivée première donné par G.Valent 
sur les deux équations de la forme : 


Solution de la forme V1- dn? (м, ап? (v, B)H(u.)O(v) 


Cu. (secant erae] 2н) pasa) LR NETS dn? (и, a) Ind 


ди? sn(u,@) ети, а ди sn?(u, мет? (и, а) 
ol), cn(v, В)ап(у, В) aak) 2, Зу „2 сп? (у, Ви? (у, p) T 
HEET, ena RUE let) 0 


Il est clair que le terme en m des deux systèmes d'équations est identique, pour montrer 
l'équivalence il suffit donc de réaliser le calcul pour m=0. 


En posant pour la première équation, m1=m2=-1/2, m0=m3=0, N=-1, 4s=-2-À et pour la deuxième 
équation, т0=т1=-1/2, т2=т3=0, N=-1, 4s-À, nous obtenons : 
H(z) 6(:) 


Н(2 O(z 
) Jsn(z.a дсп(2, Jsn(z. В) 
d? H(z 1 1 dn? (z 2 
AO aneao KO ME) 41342 
= ^5 * 
d?e(z = 1 1 : 
28 El. (0) 6) ne- EIL f^sn' (z, oi 4, =7+ B 
d? F(z) 1 cn? (z,a)+ sn? (2,4 an? (т, о) a? | = SE d? H(z) ,J1 dn°(z,a) a? 2n" 
dz? d sn°(z,a}en°(z,a) SE 4 Hie do ара) 2 E 
=> 
d?^e(z) ER 1+ f^sn'(z B), „ 1+8? 5(:)=0 d?^e(z) ‚)1 сп? (z, B )an? (z, p) SR 1+ B? 8()-0 
dz? 4 sn2(z,p) 4 dz 4 эп? (z, B) 2 
Роѕопѕ А, ie et A = A A 239242 д 2034; =â, 


Ce qui est équivalent au système donné par N.N.Lebedev et I.P.Skalskaya dans < Problems of 
Mathematical Physics », Prentice Hall 1965 en exercices n°517 à 519 pages 248 et suivantes : 
©H(u) |1 ` dn°(u,a) 
ALlH(u)=0 
би? [4 sinam Qna) ` _ 


e?etv) 1 сп? (у, Ва? (у, B) 
ду2 A sn’ (v, B) dai 


V1- an? (u, ан? (v, p) ; 
Jsn(u,a jen(u,a)sn(v, В) H(u)e( ) 


Solution de la forme 


Les deux systémes d'équations sont donc équivalents et comme précédemment pour le systéme Bi- 
Cyclide, le premier a l'avantage de ne pas présenter a priori de póles dans sa construction. 


La normalisation la plus aboutie suivant le procédé de Chester Snow de 1954 « Hypergeometric 
and Legendre functions with applications in Potential Theory » (formule X7(27) page 336), 
moyennant les changements de fonctions et de variables qui suivent, donne les deux équations de 
Heun : 


rep. а dai 


+ 
ôu 4 u,a)en*(u,a) 


zen ff. p e me ый) ^|ө&)-° 


ov? 4 sn? (v, B) 


Nec em | 
ти, a )en(u, ищу, В) H(u)etv) 


Solution de la forme 


2, = dn (u,a) H(u)= Jsn(u,a)en(u, a sn" (m, an” (ио) 8 (е) - (L2, з ( "d 4 H(z,) 
z, -di'(v,B) e(v)- що, B)sn"(v, ët: )-(1-2,) + ët) 
| 1 2т+2, 2m+2 |а Jen miens 


Posons 


Sch - z, hz, - B?) 


1 _2m+2 1 dëi. (2m «1a? -2z,)-22 erum 
a? 8z(1— z, z, - a? 


Normalisation selon Bócher des équations séparées pour le système de révolution i sn(&a) avec la 
fonction de séparation ;, fp 


Les équations séparées sont de la forme : 


H. „a jeu вип oa) daa 


idi ` Е ° olution de la forme V1- dr?(u,œ)sn?(v. p) d 
E d e Bie € P), ijo (v)=0 _ К: sn(u,a)an(v, В) PU 
ду? 4 dn? (v, B) 


Montrons que ce systéme est équivalent au systéme d'équations séparées suivant (Flat-Ring de 
P.Moon et D.E.Spencer) : 


Solution de la forme A - dn? (и, o len? (v, B)H(u)e(v) 


CC H(u) , сти, а щи, a) ше: sua) „2 Lt o sn" (ua) с\нш)-о 


ди? snl u,a) ди п? (ma) 
Gol 2 sn(v, By n(v, B) ô e(v v), T bud a? +dn*(v, B) | ne 
pd - | dn? (v. B) E clol ):0 
cn "u. ch т? (м, a) à (- “ые ыш). 1+а sn (м, a) (+=?) 
comme | "Ua 1 NS 
В“сп ?(v, B)sn?(v, В) (- ап? ( „Ват? (v. -а?) _ а? + dn (v, В) (1+a2) 
dn*(v. B) ату PM dn*(v. B) 
2" H(u) , Шо ӘН (и) AR E cn? (и,о)ап? (u,a) z 
Ehre ди? sn(u,o) Ou " sn? (u,a) sn? (u,a) od 0 
Ol) ,> sn(v, B)en(v. B) oG(v) 2 2 Всп? (v, B)sn? (v. B) 
=> у йыр] um + dn°(v,B)-m В) DER 0 


Là encore on remarque que le terme en m est identique dans les deux systèmes d'équations, il suffit 
donc de montrer l'équivalence pour m=0 avec le système suivant : 


Solution de la forme A - dn? (и, a en? (v, B)H(u)e(v) 


CHU), enli na) ӘН(и) Lt el. дни) =d 


mé ^ sna) ` ôu 
с A et, ui 
8^ H(u) , спи, ати, а) OH(u) [22 „у l, = 
d "jeu SC p IW | "a ge? | . 
ду? dn(v.B) ду ` I 


Appliquons le résultat donné par G.Valent à la première équation pour m0=m1=-1/2, m2=m3=0, 
N=-1, 4s--1/24€ : 

2 2 2 
Considérons  H(z)= Y(z) 25 а?ү(г) 1 1+а В 


Тыа) ES +ÍA-V(2)Y(z)=0 A ENEE 
DÉI uad pore ted 1+a? 


4 sn°(z,a) 4 (u,a 4 
= A-V(2)=1 1+a*sn*(z,œ) lte? +é B? 1 en*(u,a)dn*(u,a) | a? Le 
4 sn*(z,œ) 4 4 4 sn’ (ua) 2^ 


Ainsi qu'à la deuxième équation pour mO=m3=-1/2, m1=m2=0, N=-1, 4s--1/2-6 : : 
X(z) A d? X(z) 


КОСЫК = аруа epu P 


dn(z, В) dz? 2 4 
A 1 В?сп? (z, B) EL 1 B°en°(z,B)+B°sn°(z, B)an? (z, B) 1 Всп? (v, B)sn? (v, B) 2 
a d aeg) o m 60] а an? (e.p) | deep) `" 
spi Всп? (у, B)sn? (v, B) a? 
= A-V(z) SE = 


Ce qui achève d'établir l'équivalence des deux systèmes d'équation : 


eg. сп? (па dn? (ua) | ODER 


dz? 4 sn’ (u,a) 


d? X(z) Всп? (у, B)sn? (v. B) 
dz? | ап“ (у, В) ape) 


2 
a 
Ae EE > 
5 Ç 


La normalisation la plus aboutie suivant le procédé de Chester Snow de 1954 < Hypergeometric 
and Legendre functions with applications in Potential Theory » (formule X7(27) page 336), 
moyennant les changements de fonctions et de variables qui suivent, donne les deux équations de 
Heun : 


TONI Jeter ue) lat 0 


ди? 4 sn "Lu, ol EE AJ — an? (и, ап? (v, B) З 
aol), É г 9. nee Ah on Mode) 
ду? 4 (у ‚8) 


ns i sn^(u,a) Н(и)= \/вп( u, a lef? (u,a)Ë [z "EE = ER 
z, =dn?(v, в) ©.) = ant. fran" (v. B), )- z, з le) 


I ГУ J use, -1- ghala 
u 1-a?z 


de, 2 Zu 1-2 dz 82(1 mm PEN 


са R$ [er 2z, - 25. Я 


dz,” 2 8z(1 z Йе, — B?) 


Normalisation selon Bócher des équations séparées pour le système de révolution i cn(&a) avec la 
fonction de séparation ;, fp 


Les équations séparées sont de la forme : 


=. E ое а) à Lo 


Ou? 4 cn^(u,a) rm М1 dn? (ио)? (v, В) 4 
GH. Ee de a сах en(u,a )сп(у, В) FES) 
av^ d cn? (v, B) 


Montrons que ce système est équivalent au système d'équations séparées suivant : 
Solution de la forme AJ _ dn? (и, a )sn? (v, B)H(u)e(v) 


O° H(a) _ sn(u.œa)dn(u,œ) ән(и) | ATE кешер, 2-0 


ди? cn(u,a) ôu cn? (ua) 
zol) sn(v, B)dn(v, В) ee(v) | 2 2 В?сп? (v, B)- a? 
22 et B) r dn (v, B) m ав) ç @(v)= 0 
Comme a^ cn" (u,o)- B? 52 в? + њо) (u.a) РИ B’en“(v,B)-a° p 2 dn? (v Ву? (v p) 


Que) en (u.a) Sa ERN) 
e?H(u) sn(u,o Mala, ol ôH (u) | 2 ) 


Posons À = т 2 - p?) ôu? en(u,a) ди cn? (u,a) 
d Ou) utopia) GO) +4-dn° (у, B)-m° sn? (v, BJan”(v. 8) 2+0(v)=0 
ôv? cn(v, B) ду ? сп? (v, В) 


Là encore on remarque que le terme еп т est identique dans les deux systèmes d'équations, il suffit 
donc de montrer l'équivalence pour m=0 avec le système suivant : 


Solution de la forme J1-an?(u,a)sn?(v, B)H(u)O(v) 
6^ H(u) sn(u,a)dn(u,aœ) ôH(u) 


+ la?sn*(u,œa)+ с}н(ш)= 0 


ди? cn(u,a) ` ôu 
Ce) i Pe B) 264.) see EU 
So 
ov? сп(у,В) ду d sn Li: Zeil 


En appliquant l'équivalence donnée par G.Valent, posant m1=m3=0 et m2=m0=-1/2, N=-1, 4s=À- 
1/2 ou 45=-А-1/2, il vient : 


Considérons Н(2)- > SCH ө(2)- 2 o Se er Ò, 14-rkr)=o 4 A), a, V. )x()- o 
1 1 1 ап? (2, )+ м? 5? (2,)сп? (2,4) 1 dn? (z, a )sn?(z,a) 1 
ee 4 Е : 4 n() 2 сп? (z,a) | 4 cn^(z,a) 4 
5; 1 dn? (z, B)+ B? sn? (z, B)en? (z, B) 1 dn? (2, B)sn? (z, B) 1 
EE EE EE 
A, pps 1 dn°(z,a)}sn°(z,a) + и, (=) SE 1 dn? (=, B)sn? (z, p) 


cn? (z, B) 


сп?(2,а) 


Се qui établit l'équivalence des deux systèmes d'équations. 


La normalisation la plus aboutie suivant le procédé de Chester Snow de 1954 < Hypergeometric 
and Legendre functions with applications in Potential Theory > (formule X7(27) page 336), 
moyennant les changements de fonctions et de variables qui suivent, donne les deux équations de 
Heun : 


o? H(u) , ( di eh da) DIE 0 


` 4 cn? - dn? sn? 
id (ња) Solution de la forme yi А (а) (v. B) H(u)e(v) 
e?e(v) 1 2 sn? (у, B)an?(v, В) en(u, a )cn(v, В) 
+ m А+Ө(у)=0 
ду? 4 єп? (v, p) 
3. 2m4l 2, 
diui. к H(u)- /еп(и,одеп”(и,в)Й(„)= z „ 4 н(,) 
NES xS 2m+1 _ 
z,-cn'(v,B) @(v)= Jen(v. B)en"(v. BJO(z,)=z, 4 @(z,) 
HH A 2m+1 — 1 |> 1 ан | (2m «1o? — 8? -2z„a2)+22 [M 
p de, X| = 12; B°+a°2, dz, 8241-2, 82 ois, 
аә 1|2т+ 1 T 1 dëi. (2m «18? - a? -2z, 8?)-24 = 
dz,? 2 Zy 1-2, а? + B?z, dz, 8z(1-z„ Ja? + B?z, 


Normalisation selon Bócher des équations séparées pour le système de révolution i dn(£& a) avec la 
fonction de séparation |, e 


Les équations séparées sont de la forme : 


9?Н(и) Jeck "usce а) aa, 0 


ди? 4 dn^(u,a) TE A an? (u,a)sn2 (v, p) Я 
Fe ch sn” (v, В) de " — ати, а )antv, B entv, B) Huet) 
ду? 4 сп? ( Ban? ( p) 


Montrons que ce systéme est équivalent au systéme d'équations séparées suivant : 
Solution de la forme d dn? (и, or len? (v, B)H (u)e(v ) 
e^ H(u) a? en(u,a)sn(u,a) ш] ОООО, sn’ (u, a)n’ (u,a) doe: 0 


ди? dn(u, ol ди Е ап? (u à 
e?etv) | sn(v,Ban(v,B) „2 sn(v, B)en(v, B) dev) , 2 22 (y "T sn? (v, В) . "T 
ôv? 1 cn(v, 8) S dn(v, B) | ду [on sn^(v. B) cn? (v, Ban? (v, p) ie )-0 


Là encore on remarque que le terme en m est identique dans les deux systémes d'équations, il suffit 
donc de montrer l'équivalence pour m=0 : 


Solution de la forme = dn? ( (и, x B)H(u)e(v ) 


д Zut ) 2 cn( а )ѕп а) нін) > " 
Dd a nak is SE dn?( (u, a) )+А}Н( (u)=0 
olv) | sn(v.B)m(v.B) _ „2 p ev), bug oi. a 
ду? 1 env B) =” "` dev. B) | q + Bf" (v, B)-ajev)=0 
ô? 2 cnu,a )sn(u,aœ ) à 
HU) qs enne) 02 Lucian Тео 


1 
2 HI. sn(v, B)an(v, В) p? алыл ) EE E 


ду? сту, B) ап(у, В ду 


En appliquant l'équivalence donnée par G.Valent, posant m1=m2=0 et m32m0--1/2, N=-1, 4s-(-1/2 
pour la première équation et т1=т0=0 et m2=m3=-1/2, N=-1, 4s--(-1/2 pour la deuxième 
équation , il vient deux systèmes d'équations qui sont équivalents: 


Gomara SÉ P" em ө(2)- 72 Gas DÜ (а Ot XO), V. )x()- o 
ASE LU A == T 
оо амм Meel 
ur AER, oE ad 

лине ос ЕЕ: шш хз 

TP 


La normalisation la plus aboutie suivant le procédé de Chester Snow de 1954 « Hypergeometric 
and Legendre functions with applications in Potential Theory » (formule X7(27) page 336), 
moyennant les changements de fonctions et de variables qui suivent, donne les deux équations de 
Heun (je rajoute celle établit par C.Snow avec un autre changement de variable): 


eno) | É 2 were, ану) о 


ди? dn? (u,a) 


n ote вое 


z, = dn^(u,a) H(u)= dra. aan" (uso MfG, )- z, 2 Це) 


2m+1 


Posons jou z=sn*(u,a) H(u)-dn(u.a)dn"(u,a)H(z)- z 4 A(z) 


ев] ` 
dn(u,a)dn(v, Bjen(v, В) H(ujetv) 


Solution de la forme 


2m+1 


* 6(z,) 


z, = (и, 8) eil Janv. Bent. Ban" (v. Ben" (v. ës, z, 1 (z, -a?) 


dH 1j2m+2__1 , 1 i dH | (em + 82 -2z„)+2a #20 
B Sch - z, e, - 8?) 
ан iji 1 2 2m+2 | dH |а?(2т+1)2=-1)+24 
+ a + 
dz 8z(1- z)z - 8?) 


2A Red 2 
d — 2022 Do, 2m+2 IS {ене sn re a) o 
Zy 


H=0 voir C.Snow (1954) 
2 l-z 1-a?z 


2 
V 1-2, z,-a« 8z(1— z, 2, — 4 


Equations séparées des systèmes cyclidiques assimilables à des équations de Lamé 


On peut tout à fait apparenter les équations séparées des systèmes f(&)=sn(u+iv), f(=cn(u+iv), 
f(=dn(u+iv) et leur transformées f(¿)=i sn(u+iv), f(=i cn(u+iv), ff()=i dn(u+iv) à des équations de 
Lamé. J'étais tout d'abord sceptique sur cette assertion, liée aux premiers travaux de A. Wangerin 
en 1875, dans «Reduction der Potentialgleichung für gewisse Rotationskórper auf eine 
gewóhnliche Differentialgleichung », comme la plupart des scientifiques l'affirmaient en y faisant 
référence. L'article que je parcourais tant bien que mal vu ma méconnaissance totale de 
l'allemand, établissait clairement pour la premiére fois la méthode de séparation à l'aide de la 
fonction de révolution et de la fonction de séparation en 1/vp, et introduisait les systémes 
orthogonaux de cyclides de révolution avec diverses propriétés géométriques des iso-surfaces 
orthogonales, pour conclure par une intégration des équations différentielles séparées et le lien 
avec les fonctions de Lamé (en page 31). 


Mais c'est en parcourantplus précisément le chapitre sur les équations de Lamé et de Heun de 
l'ouvrage d'Erdeliy et Bateman < HIGHER TRANSCENDENTAL FUNCTIONS VOL Ш >, Chapttre XV 
« Lamé functions », que je comprenais mieux de quoi il en retournait et découvrais la bonne 
formule assimilant les équations séparées à des équations de Lamé (voir 15.8 « Harmonics 
associated with cyclides of revolution formule 15.8.2 page 84). Et je reconnaissais l'utilisation des 
transformations de Landen sur les fonctions elliptiques de Jacobi pour parvenir à cela. 


Pour point de départ, je prend les transformations de Landen ascendante donnée dans « NIST 
Handbook of Mathematical Functions, Jacobian Elliptic Functions » formule 22.7.6, à savoir : 


— „k, |en = „k, 
1+k', 1+k', 


| ‹ |+) 
С 1+ _ 
2k qe =L =r cn(z,k) Š С = a MEM E T 


PE ЕЗИ E 
+k 1+k zi i 3 Se 
1+, 
ol, = a} 
ап(2,к)= — 
zl = o, 
1+k', 
б m um S 
— EI 18). vip > (1 (0а а) -AEA a 
; „l-a m Ü dn'(z, B)- a | d E 
(t dinde dn(z, B) "on a c = dn(z,f) 


De ce type de manipulations on tire également l'expression de Landen suivante : 


eere) I ар? sn(z,a) 


cn(z,a)dn(z,a) ‚ 


1-а dn(z, B) 
(is a) (+a Ke - іК(а)), а: 2) en(z, B )sn(z, B) 


On trouve également : 


cc) i WR =e.) _ en(z,œ)dn(z,a) 


Puis : sn(z.a) 
J'ai eu plus de mal à trouver deux autres transformation de Landen, dans l'article de 2004 de 
A.Khare et U.Sukhatme < Generalized Landen Transformation Formulas for Jacobi Elliptic 


ачру 00 ) _ ч адаа) 


Functions > еп formule 128: 


Ce qui peut également s'écrire en intervertissant a et 6 : 


(8- el (B tia) É RE sn(z, B)an(z, В) 


tia cn(z, B) 
Et comme : 
sn(z  iK(a), B)an(z — iK(a.), В) E cn(z, B) a sn(z + К(а), о )ап(= + К(о),о) < cn(z,a) 
cn(z-iK(a), В) sn(z, B)dn(z, B) cn(z + К (а), “,) sn(z,a)dn(z,a) 


(B- аум (в t ia Xz –1К(а)), SL BN p) 


II vient une derniëre formule : 


Le socle des six transformations de Landen reproduites ici en version œa ou 6 peut se résumer ainsi : 
, А 1- 1- , _ 1- 
(1) sn(z a )cn(z a) _ £ sf B), je sn(z Pp cn( ,B) _1 т € snl ( ; à) z) 


dn(z,œ) +B dn(z, B) e 1+а 


dn(z,a) <: sn (1+ 8Yz—i 1- p 
©) MM B) (ü et eist: d = 


ни = ceo at Г) 


0 


yo a -a e - iK (a) = 


BET 


cn(z,a )dn(z,œ) В? 1+а z, B)dn(z, p) “тей 
cn(z,a)dn(z,o) _. yen (l+ az Ka 1-а is en(z, B)dn(z, B) _ ; PETS 1-8 
wi DEET A el elt kn) 7 es PEREA A yu + Be КВ, 
sn(z,œ)dn(z,œ) |. ates „ 9 - iB a "EB dn(z, B) гол (B+ia B-ia 
6) PERS) (a den ln Н). (i (prag L 


(9) cn(z,a) pe EI iBXz жй) cn(z, В) mad ia) (p ia (z ik) 


sn(z,a )dn(z,a a tip z, В)ап(2, В B * ia 


A partir de ces formules, toutes les équations différentielles séparées des systèmes cyclidiques 
fla=sn(u+iv), #0) =сп(и+ім), f(=dn(u+iv) et leur transformées f(¿)=i sn(u+iv), ¿(=i cn(u+iv), “=i 
dn(u+iv) sont des équations de Lamé. 


Equations séparées de Laplace en coordonnées {=sn(u+iv 


Les équations séparées pour £=sn(u+iv) s'écrivent : 


P db Em LE — 
š AJ dn (u,aœ)sn (v. B) 
A Solution de la forme H (ub) 
ae) |, Ë D an(v, p) | NOS Ven(u, a)dn(u,a)sn(v, B env. B) 
dv? 4Л спу, B}sn(v, В) 


Еп utilisant les expressions (3) еї (2), il vient : 


cs Due [re C тга] voee 2 lait 
| dep). | à p Jg) (esae ака) ete 


(xay di (raf "jum 
Poons Шаа Tele) oed 2-19 et dee 
[04 +a 
5 ~ 
d ZD i ü Паза) нод 0 
j à — équations de Lamé 


20.17 G V 96-0 


dv? 


Equations séparées de Laplace en coordonnées ¿(=cn(u+iv) 


d'H(u) _ MC 1 спи, а) : , 
id | | E =) je i Solution de la forme Vidn’ (usa or (v. B) 


гөр), р PORT Aan: [Sa a), a srl, PP) 


H(uje(v) 


dv? 4 Л sntv, B)dn(v, 


En utilisant la seule expression (6), il vient : 
1 dH. À "E —i 
(о в} D +18) (= =) x {esta n = ZZ la: 


Got lei б 1 Y 22) sv [ayy (а), 2 ler) o 


Posons й=(«+їӨЙи—їК(В8)) et V=(B+ia)v-iK(a)) et а= 210 e Ë= Віа 
а tip pia 


À ME 2000 et = Remarque : 24 B? = EN 
“ ` (a +18) "7 (в+тоў Я 


AE, (o? interi 
ELA б Lach? dE 0 


Equations séparées de Laplace en coordonnées (=dn(u+iv) 


Spier o 
[те (v. Ban’ (v, Tei 


dv? 4 5п? (у, B) 


= équations de Lamé 


>. 


Solution de [а forme J! - dn*(11,œ.)sn"(v, 8) H(u)O(v) 


v sn(u,a)en(u,œ)sn(v, B) 


En utilisant les expressions (2) et (4), il vient : 


1 | À Je A 
(«By dw [(+8ÿ S 


ау) ева леч г. SE + B\z- la 
TIRES | og e-i 1) voee xo d o 
Posons fi=(1+BXu-iK(B)) et V =i(1+B)z-K(B)) et =. et À= 4 


Z Di, ëch glas: 


= équations de Lamé 


Equations séparées de Laplace en coordonnées ¿=i sn(¿a) 
"Zille E Jemen te “J u= " 


ап? 4 (u.a) | М1? (u.a) (v. B) ,, 
Solution de la forme H(u)e(v) 
?e(v Е ten?’ (v, В sn (v, Vsn(u,a)dn(v, В) 
== "eck Es M et Plo v Se ü 


En utilisant les expressions (1) et (4), il vient : 


icr [y (S) ee) ON 
T L гөр) + => Je AES) (eo een 0 


1-а 
1+@ (1+a) 


Drock et ë = 


Ri 
Il 


не E 
CHO) Je Tel) rio 


de), l {re Ж Lesch aler -0 


dV? 


— équations de Lamé 


ux m 
iso ы "t. bd об) ны Een 


dv? cen (v, B) 


En utilisant la seule expression (5) il vient : 


us cu. — de SUE iaa: 


1 ov) | 2 / 7) B-iaY , . à B-ia S 
(Brio) dv - (Beim) |” Le T" CSE 
a-ipB - В B-ia 


Posons Üü=(a+iB)u et 7 =(В+іа)у et ï= 


a i B+ia 
E À А À z = À 
АЕ e =- R :a? +B? =1 À, =-i + 
» (a +iB) e (Bia emarque : Œ< + В " = 
2 = 
тыр Ju TE SIE 
> = équations de Гате 


Equations séparées de Laplace en coordonnées ¿(=i dn(£ a) 


Solution de la fi 
dev) prae Sa o(/)-0 Janet, Вто» B) 
ду? 4) спу, bdn’ (у, В) 


En utilisant les expressions (1) et (3), il vient : 


m ст de =n] р 


1 Феу) јх ЫИ 
(«By ov i | = (a me is 
Posos dü-(l-B)u et V=i(1+B) et P et й уу 


Il 
о 


= équations de Lamé 


H(ujetv) 


Problème aux limites extérieur de Dirichlet en coordonnées Bi-Cyclide 


Nous allons tenter d'étudier les problèmes aux limites extérieur de Dirichlet sur les deux catégories 
d'iso-surface du système Bi-Cyclide. Pour cela rappelons quelques propriétés du système de 
coordonnées qui nous sont utiles pour la compréhension de la géométrie du problème. 


Soit les coordonnées Bi-Cyclide : 


cn(u,a)dn(u,a)snlv, B)en(v, B) en(u,œ)dn(u,aœ)sn(v, B)en(v, В) _ „ _ sn(u,œ)dn(v, B) 
SE dn? es a )sn (v, В) See — = SÉ a sn (v, B) up 4 шайб, d 
DR Kë 


ue[-K(a)«k(a)) у el0,+K(8)] aef] pelo] a’+8=1 K(a)= | 40(1-a si (0))” к(в)= | aoli- psio)" 
cn(u,a Malo. a }sn(v, BJen(v, В) sn(u,a)dn(v, В) 


> p =y z- 


1- аи? (и, ап? (v, В) 1- аи? (ua )sn (v, В) 


Y=T 


Inversion du système Bi-Cyclide vers les coordonnées cartésiennes 


Le probléme consiste à revenir aux coordonnées (u, v, @) connaissant les coordonnées cartésiennes 
(x,y,z). En tant que système de coordonnées de révolution, la détermination de l'angle azimutale o 
est classique par le rapport y/x (et quelques corrections). Aussi suffit-il de se placer dans le plan des 
coordonnées polaires cylindriques (p,z) pour inverser les formules. Dans le plan polaire cylindrique, 
le systéme Bi-Cyclide posséde une formulation trés simple due à Wangerin qui introduisit une 
fonction de révolution de la forme z+i p-f(u*iv) dont l'expression est trés simple : 


p = J> «y 
zip =sn(u+iv,a) 


L'inversion de la formule est alors triviale si l'on utilise l'inverse de la fonction de Jacobi, à savoir : 


u+iv=sn "(z+ip,a)= | H Sch (+ ip.a)) 

V = Im(sn^ (z + ір,а)) 
Si l'on veut passer par les expressions littérales de (р,2), on sait дие chaque point de l'espace est 
l'intersection des deux iso-surfaces (ou courbes) défini par и et v. Ces deux iso-courbes и et v sont 
des quartiques dont les termes sont suffisamment compliqué pour ne pas les retranscrire ici. Mais 
écrivons-les sous la forme : 


DA Hi) =T =0 

v = Сяе > Аи +B u° c Cui! +D,u +E, =0 
Les coefficients de la quartique sont uniquement fonctions de p,z, aussi si l'on dispose d'une 
résolution des racines des deux quartiques, on trouve respectivement les 4 racines de ces derniéres. 
II suffit alors de ne choisir que les racines réelles et appartenant à l'intervalle [0,1]. En général le 
choix des racines respectives de u et v est plus limités, et il suffit de rejouer les formules directes du 
systéme Bi-Cyclide pour déterminer univoquement les bonnes racines u et v. 


C'est le schéma général d'inversion, cependant il y a quelques cas limites des coordonnées qui 
doivent être traités à part : il s'agit des points situés sur l'axe z et sur le plan équatorial. Et en 
général les cas limites sont très intéressants du point de vue du comportement du système de 


coordonnées. 
Pour l'axe z, il y a trois cas limites : 


Premier cas 


Deuxième cas 


М8) 
p=0 u =+K(a)= Signe(z)K(a) 


Troisième cas 


=0 = 
S E 
vp +Y 


Il est important de noter que le systéme de coordonnées Bi-cyclide n'introduit aucune discontinuité 
dans les valeurs des coordonnées p et v lorsque l'on se déplace dans l'espace cartésien dans sa 


totalité. 


Voici le graphe de contour, commenté des valeurs de la variable и: 


e : iso-surface ,, =+ AU 


robléme aux limites électrostatique de Dirichlet en coordonnées Bi-Cyclid 


p 


potentiel fixe +y, 
Wë: 


Soit les deux iso-surfaces „= +, portées au potentiel +y, 
P Ph 


d <=, 


Quel est le potentiel électrostatique à l'extérieur de ces deux iso-surfaces ? 
Le problème se présente de manière similaire à celui des deux sphères de potentiel fixé en 
coordonnées bi-sphériques. Comme il n'y a pas de dépendance en Ф, nous savons que les solutions 


proviennent des équations séparées suivantes 
{2«?вп°(и,о)—& }Н(и)= 0 


Ô = HO cna o) dnt 9) aen (a a)ôH (u) 
| и ди 

pot). dn(v, BYcen°(v,B)-sn°(v, B) SC, ОРА 
Ke EE? 

Solution de la forme  T(u,v) 1 ën (aa (v. 8)» Н. OGE) avec Т(+ u, v)=+V, 


ду? 


Domaine extérieur —> uel-u,,+u,] v e[0,+K(f)] 


C'est un problème aux limites défini sur la variable u, pour lequel les conditions aux limites sont 
également homogènes sur la fonction de v. La variable v est borné sur l'ensemble du domaine de 
définition de la fonction et il s'agit d'un problème de Sturm-Liouville en v. Il faut donc, si cela est 
possible, trouver des valeurs et fonctions propres générant un systéme orthogonal complet de 
fonctions propres en v. 


Par le changement de variable utilisé z-dn(v,G)?, on peut considérer la solution comme ипе 
fonction de cette seule variable. Sa dérivée s'annule clairement aux bornes de l'intervalle [0,K(8)]. 
Pour l'équation en v le probléme de Sturm-Liouville est donc le suivant : 


e(v)- flank, о .B)sn(v. B) f (ат? (у. в) = e'(0)=e'(K(p)=0 
" dn(v, В сп? (v, 8)— sn (v, B) @'(v)4 BGB). = 

@ (v )- sn(v, B)en(v, B) ( )з { 2d ( ‚ В) ç ot 

e sn(v, B)en(v, B)@"(v)+ an(v, Ben" (v. В) sn^ (v. B))e'v)- sn(v,B)en(v, ват? (v,p)—- ¿ je(v)- 


4 (зби, Вет, B)e'(v))- sn(v,Ben(v, Ban (v. B)- c = 


< 4 dv 


©'(0)=©'(к(в))=0 


Оп voit tout de suite quel est le poids а utiliser dans la relation d'orthogonalité des fonctions 
propres pour deux valeurs propres (1 et (2 pour deux fonctions O1(v) et O2(v) : 


к(в) 
6*6 он ln ale, Cl 


Д K(B) 
Et la norme est la suivante 'le.(v. c, o = Javsn(v, Ben(v, Во, (у, y 
0 


La version algébrique de l'équation différentielle en v donne le probléme aux valeurs propres : 


E 27, 2: 10726) zu 
z = dn'(v,B)e [at] y(z)=0'(v)) S kk aP "pese cho À aie a^ 1-0 
ve »()-0 
E E 
is. y 20. = ТА ap 2—4 = 
Forme de Неип d 2 fz E 2 202-1 2-а? 2 e у=» б=1 EEN 
y'(a?)=y'(1)=0 pana Ç =4q 


< Problème aux valeurs propres Ç, 


Le poids à utiliser pour l'orthogonalité et la norme en version algébrique se calcule aisément : 


£c =s | Te »(.e)-0  bGeX =f TE, у 


Remarque : formalisation du problème aux limites à l'aide des fonctions de Heun_ 


Il s'agit de résoudre un problème de Sturm-Liouville dont les limites du domaine sont des points 
singuliers de l'équation différentielle de Heun. On ne peut utiliser pour cela le développement de 
Fróbenius autour de z=0, car il ne converge pas en z=1 (rayon de convergence < 1). Je pense qu'il 
nous faut utiliser les fonctions de Heun analytiques aux deux points singuliers, construction qui 
diffère du développement de  Fróbenius autour de 2=0 (ou de z-1). Ces dernières fonctions 
analytiques aux deux singularités O et 1, sont déterminées par un ensemble infini et discret de 
valeur du paramétre q qui probablement est justement l'ensemble des valeurs propres du 
probléme de Sturm-Liouville. Par construction les seuls fonctions de Heun analytiques aux trois 
points singuliers de l'équation différentielle sont les polynómes de Heun, et dans ce cas, il y a une 
double contrainte a ou в est un entier négatif et q possède un spectre discret de valeur. 


On utilise donc le schéma de construction de ces fonctions donnés dans ce document. Ici il n'y a pas 
de transformation F-Homotopique à appliquer car il n'y a pas de condition de Dirichlet. On 
détermine la transformation homographique pour se rapprocher du probléme de Neumann 
homogène sur l'intervalle Dik Cette transformation homographique doit nous ramener autour 


de la singularité z=1, soit z->1-z. On a donc le schéma suivant : 


а, а B, B Уһ ô Š, 7 €, € a, 1 —a q, = af —q 
21-2 y„(z)=Y` c, „(1=z)Y а Я B=1 у ; 6=1 =l a=o2 
j-0 
~ 1] = 1 
= B,=1l y, =1 б, 5 & 1 а, =1-а? 
O, R 0 дао ime №0 
| | p Q R O ee 0 
R =a (+I + 00-а) А. А 
Q = iG 1+7, Ха, -1)4 En а,б,}= О, Se) | 1) (4j | 3) М=|.. 0 Pj, О, к, 0 
ул 4b. edm 0 P OÓ R 
ute nale eu jube d 
P =(j-1+@,)\j-1+B,)= 7 Ü? us yas о REM 


q,, valeurs propres de M et q, = GB le > G, = Aeë _ ok 2-4q,, c,, vecteurs propres de M 


Voici des jeux des 8 premières valeurs propres obtenues avec diverses valeurs du paramètre a : 


2 

dÀ G © з Ca [© G Ç (s 

0.2 1.04522812729 | 4.92042599547 | 12.6781286536 | 24.3698276378 | 40.2068632791 | 60.7360962729 | 86.8637870455 | 119.648228420 
19106 8578 2369 53344 6713 9419 3788 31325 

0.3 1.19696196864 | 5.77995528298 | 14.9458508236 | 28.6957046256 | 47.0371125094 | 70.0146450936 | 97.8127964576 | 130.950670375 
5811 6389 40704 94148 4262 2272 2488 6512 

0.4 1.33216272955 | 6.52560760863 | 16.9124307609 | 32.4926821670 | 53.2664234611 | 79.2343179440 | 110.401458809 | 146.798078587 
74032 5421 64114 7394 7687 2717 1686 17396 

0.5 1.45699998130 | 7.19917074962 | 18.6834878754 | 35.9099676415 | 58.8786079915 | 87.5894110955 | 122.042405698 | 162.237874898 
70655 1065 24813 397 1984 4603 21083, 72183 

0.6 1.57456223773 | 7.82199075460 | 20.3168399183 | 39.0591149755 | 64.0488152108 | 95.2859405525 | 132.770491011 | 176.502467028 
20005 1141 01387 1353 851 7578 72298 604 

0.7 1.68665119931 | 8.40657251876 | 21.8464131400 | 42.0061744081 | 68.8858561398 | 102.485458316 | 142.804980932 | 189.844423986 
59667 7039 14192 7015 0193 07119 42593 7892 

0.8 1.79442574650 | 8.96098253671 | 23.2940957869 | 44.7937657174 | 73.4599922979 | 109.292775525 | 152.292115399 | 202.458011919 
413 9428 8057 0883 6118 61005 47394 52933 

0.9 1.89868322193 | 9.49078267531 | 24.6749815646 | 47.4512799016 | 77.8196776845 | 115.780174913 | 161.332771587 | 214.477467708 
10283 24 72084 1992 5267 37972 78264 71095 

Ces valeurs propres  corroborent les résultats obtenus dans l'article de 1977 


K.AIKAWA.T.HISAMOTO.T.SUGANUMA < An electrostatic problem in bi-cyclide coordinates > (page 
301), ainsi que dans l'article de 1976 K.AIKAWA.M.TAKAHARA < Heine Functions >, figure 7 et les 
tables établies de la même année dans l'article de 1976 K.AIKAWA.O.MIYOSHI < Tables of Heine 
Eigenfunctions ll ». 


Le graphe des cinq premiéres fonctions propres normées à 1 : 


10 


Sturm-Liouville y'[0]=0 


y [K[S*]]=0, a^- «02 


-10 


=+ 1.04521 


— (524491966 
— (32 12.6681 
— (4-242908 


(5=+39.7878 


On va supposer qu'une fois le problème posé ainsi, on sait comment disposer de ce système de 
valeurs et de fonctions propres. Il reste à définir quel est la forme des fonctions de la variable и. II 
est clair que suivant les conditions aux limites imposées à aux iso-surfaces „= +, la fonction 


résultante en u est soit paire pour Të Eu TÒ- m)= Vy soit impaire pour T(uj)2Yy T(-u)--F 


L'intervalle de valeur de la variable u étant borné en [-K(a),K(a)], selon la parité il suffit de se 
restreindre à [0,K(a)]. Le probléme aux limites pour cette fonction en u se résume ainsi : 


e^ H(u) dn (u,a)+a’cn (u,a) ӘН (u) 
H(u) paire du? cn(u,a)dn(u,aœ) ди 
u e [0,+44,] H'(0)=0 H(u,)=1 
e^ H(u) dn*(u,a)+ a?cn*(u,œ) ӘН (u) 
H(u) impaire ди? cn(u, o )dn(u, o) ди 
и e [0,+4,] H(0)=0 H(u,)=1 


— sn(u,a) + Basi (u.a)- 6 }H(u)=0 


+ Qo? sn" (u,a)- C }H(u)= 0 


-sn(u,a) 


Ou encore en version algébrique : 


z =sn*(u,œa)e[0,sn2(u,a)] | x) н(и) 


va e pro cei 


z z-l az-1 


EE 6980 (za? -6) 
"(2)- | t '(z)4 =0 
Impaire Š 9 2 E z—1 A E 21а 1) 9) 
y(0)=0 ›01)=1 
Et il y a de bonne chance qu'un développement de Fróbenius de Іа fonction en и autour de и=0 soit 
convergeant dans cet intervalle. On a vu que d'après l'équation indicielle le développement de 
Fróbenius autour de 0 est de la forme : 


= ` = ` 
H(z)=V25 az H,(z)= e biz! 
j-0 j-0 


(u)- H (u) _ Хорта) 


Hsu) S b зи? (u.a) 
j-0 


£ 
sn(u,a)S a sn" (u,a) 
а 7 


Ни) sn(u,, o) asn” (ma) 
j-0 


Comme z-sn'(uo)- H (u)- 


ER 


Autrement dit, la première fonction est impaire en и et la deuxième paire en u, ce qui colle 
parfaitement aux deux types de conditions aux limites que nous avons défini ci-dessus. On va donc 
réaliser une seconde supposition c'est que nous disposons d'une simulation numérique qui génère 
des développements de Fróbenius adéquats. 


Remarque : la solution se construit de façon similaire à la solution du problème électrostatique bi- 
sphérique. Pour le système bi-sphérique, il existe un système de fonction propre en Ÿ orthogonal 
complet (les polynômes de Legendre) équivalent aux fonctions O,(v), une fonction radiale en sinus 
hyperbolique équivalent aux fonctions H(u). 


Pour ce qui est de la construction des fonctions H(u) et de la formalisation à l'aide des équations 
algébriques, du développement de Frobénius des fonctions paires et impaires, il y a un lien très 
direct avec les fonctions de Heun général analytiques en un seul point singulier de l'équation (voir 
article 2015, Oleg V. Motygin, « On evaluation of the Heun functions »). L'équation sous sa forme 
algébrique est une équation de Heun dont les paramétres ont été fixés comme suit : 


ve [rest oe eoo ae 


Equation de Heun 


a+B+1=y+8+E 


2-1 ж 
= — =] 
за? -c) SES 
Il 2 2a 2za? — Ç 1 
"(2)- H H '(2)+ =0 => б=1 ё&=1 
ye) Hi 2—1 Apo is - Tas 8) nen á 
CER ua ` 
E ES 


Les développements de Fróbenius autour du point singulier 2=0 pour les deux solutions 
indépendantes de l'équation de Heun sont normalisés pour cette dernière. Il s'agit des solutions 
suivantes : 


n=+œ0 


Première solution y (z) = HeunG(a,q,&, B,y,8;z)= >b z" 


n 
n=0 


P,=an(y+n-1) О, =4+(п (у En 2Ya 1)» € aó] В, =—(п 2n 24g) 


Récurrence sur b, jo ЖЕ, jus ОВ +В, 
Р, 
Deuxième solution у›(@)= z” HeunG(a,q (y 10 I aó), B y +1,Œ =y +1,2 у,8;в)= т” У сл" 
п=0 
ап(1 -у+п) О, =4+(п y Jn 1)(а+1)+&+а8б} R = (n y +B 1n y +a 1) 
Récurrence sur c, m. $ed x Oe, + Кс 


п 


En utilisant des routines de construction formelle des développements de Fróbenius sous 
Mathematica portant sur l'équation dítes de Heine et en lui substituant les valeurs des paramétres 
liés à l'équation de Heun, la premiére solution s'identifie à la solution paire et la seconde à la 
solution impaire. On peut utiliser la récurrence pour donner une valeur approchée des fonctions 
paires et impaires tout d'abord selon l'argument z puis и avec le jeu de paramètres de Heun 
suivant : 


Cela donne une construction des fonctions dítes de Heine bien plus simple que celles proposées 
dans les articles de 1976 K.AIKAWA.M.TAKAHARA «Heine Functions» et de 1977 
K.AIKAWA.T.HISAMOTO.T.SUGANUMA « Ап electrostatic problem in bi-cyclide coordinates > , 
articles qui reprennent la proposition de construction dans l'ouvrage de P.Moon et D.E.Spencer 
« Field Theory », section 7.15, page 214 et suivantes. 


La récurrence a trois termes des fonctions de Heun permet une construction des solutions de 


Fróbenius plus lisible et également beaucoup plus rapide : 


| | É 1 1 n=+œ , 
Solution paire y,(z)= HeunG " ‚5—2 > РЕ 
See É 423272 Z. 
2 
P = - Q, E т (п l] п | R,--|n-— (n-1) 
, a 2 4a a 
Récurrence sur b, He 
b, - 0 b, = 1 b, — п п-1 + n n-l 
P 


n 


5 ° ss 9 
a? 4a? 2772 


n 1 б 1+а? 1 1 
P =—I|n+— = | nn R --|n-— In-1 
" A d Q, der" a’ | d I | J ) 


z О,с, 1 + Rc, 
с, = 
P 


n 


1 2l x a? AS 
Solution impaire у, (#)= E STI ( 20 ) _ 1 - 1; dE Jz X cz" 


Récurrence sur c, 


La construction par les développements de Fröbenius ne permet pas d'assurer exactement la 
condition aux limites inhomogène, il suffit donc comme on l'a vu de diviser l'expression obtenue par 


sa valeur en z=z0, soit : 


н) 208) maea onus са) а) m ды) 


1 20-207] 3 3 
KEEN = JA sine) нато 1, Я Зы ДЕ ) 2 „l, > 7) 
г _ z 
no. 1 3 D. i. à He) 1. бео а" 3.3 
HeunG| — = LE ° Ç 
eun E ' Ag? EN 2 2 H >S П) Hee 1 H 4a? i lom e) 
Voici le graphe de 5 premières fonctions paires en и: 
3K a? - 
р0= —- y[-uo]=1 .yluo]-1 , a^2 402 
10| 
= (1=+1.04521 
— (524491966 
—— (3=+ 12.6681 
—— (.=+24.2908 
— (5=+39.7878 
Seen — ` -— a =, = > | = H 
-0.6 -0.4 -0.2 L 0.2 0.4 0.6 


On peut alors écrire la solution des deux problëmes électrostatiques en utilisant l'orthogonalité des 
fonctions propres : 


T(u,v)- V, " id sn(v, B)en(v, B)Ə(v, Ç.) 
T( 1 ал (р, А,Н, ( d 

TÉ a v )- X > T(u,v)- )= 4 n°(u,a)sn Vlait? Lo, €, o(v.c,) "E" PE d uae (v, B) 
ы п о K(B) 

oo. IER )=V1-dr*(u,a)sn 50,8) 4H. (u.c, iv, [Чу sn(v, B)en(v. B)@*(v. Ç „) 

Ho, : 


Plus généralement si les fonctions limites sont quelconques ` r(u,.v)- Ell et T(- uv) f (v) la 


solution du probléme de Dirichlet extérieur est la suivante : 


P p Ses Bent.) 0.) ` "Pm Bene. В) ӘС.) 

| ан ka 

fy A) A) р) A) ne), E Ji dr (usa), B) га Jt dr (so) (v. B) 
Š A [dv sn(v, B)en(v. В)Ә (У, .) [dv зу, B)en(v. pV., ) 


l 20a 
ЕГ) > Hand 1, 0 I) 
2, RD 2 2 П 
)= 41 dn (ua )sn Ж А и. +В, š | HET 3.3. ; e(v,c.,) 
HeunG ai 4a? dal (ma) HeunG 2^ 40? Пр (ma) 


Il se trouve que le logiciel Mathematica dispose de fonctions permettant la simulation d'une 
solution approchée des problèmes de Sturm-Liouville (utilisation d'une méthode éléments finis 
unidimensionnelle), de développements de Fröbenius et de l'implémentation des fonctions de Heun 
locales (celles correspondant aux développements de Fröbenius autour des diverses singularités de 
l'équation de Heun). 


Dans ce cadre de Mathematica, j'ai pu vérifier la construction des fonctions propres de Heun bi- 
analytiques pour le problème de Sturm-Liouville en la comparant aux méthodes numériques 
proposées par Mathematica (NDEigensystem), tout comme les développements de Frobënius avec 
les méthodes numériques de résolution d'équations différentielles du second ordre (NDSolve), et 
l'implémentation de la solution locale de la fonction de Heun (HeunG). 


J'ai donc construit à l'aide de Mathematica, la solution du problème aux limites sur l'iso-surface en 
question, dans trois cas : la fonction limite est l'unité, la fonction limite présente un simple palier 
vers l'unité et la fonction limite un double palier vers l'unité. Les paliers sont choisis de manière à 
présenter sur l'iso-surface des zones bien nettes : 


Le graphe de la solution pour une fonction limite unité : 


T 


N 


Dr 


Le graphe de la solution pour une fonction limite simple palier : 


Le graphe de la solution pour une fonction limite double palier : 


[ r r = E T = T T r T т T T r r 


Probléme aux limites électrostatique de Dirichlet en coordonnées Bi-Cyclide : iso-surface , =, au 
potentiel fixe au potentiel fixe y = у, sur les deux hémi-cyclides ou impaires y — +y, sur les deux 
hémi-cyclides 


L'iso-surface , =„, est portée au potentiel constant y, sur toute la cyclide, ou bien y = +v, sur les 
deux hémi-cyclides (constitués par les valeurs u > 0 ou u < 0) 


Quel est le potentiel électrostatique à l'extérieur de cette iso-surface ? 


On sait que les solutions sont solutions des équations séparées suivantes car il n'y a pas de 
dépendance en o : 


0 а (à a) dts a) s ato! (u.a) ƏH(u) 
ү s ôu 
8 Së dn(v, BYcn*(v, B)— sn? (v, B) 90у), n (v. B) Ole 
ду? sn(v, B)entv, В) | dd ( 22 jet ) ? 
Solution de la forme Т(и,у)= J1- dn (u;a)sn (v. 8), H(u,6,)O(v.6,) 


Domaine extérieur => uel-K(a)+K(a)] ve [v..+K(f)] 


+ La’sn°(u,a)- 6€ }H(u)= 0 


avec T(u,v,)- V, 


Pour l'équation en u, on peut facilement déterminer la condition limite sur un des bords du 
domaine и -K(a) à l'aide du changement de variable z-sn?(u,a) et la forme du poids pour la 
relation d'orthogonalité des fonctions propres : 


H(u) 


Í dn? (и.о) + a*cn*(u,œ) dH(u) | ha?sn?(u,a)-¢H(u)=0 


cn(u,o )dn(u, а) du 


> (enu anas œ) 18) + en(a arius pa sn? (u.a )- }Н(и)= о 


H'(u)- 2en(u, a Mala, oer (sn? (и, Ни A -0 


sn(u.o) 


H(u)= H(sn? (u,a EN 


Dans le problëme électrostatique nous avons volontairement simplifié le problëme en utilisant une 
condition aux limites constante sur u, mais plus généralement la condition peut être une fonction 
quelconque de и qui se décompose en sa partie paire et impaire. Dès lors chacune de ses parties 
possède ses propres fonctions propres soit paires soit impaires. Les conditions aux limites du 
problème de Sturm-Liouville sont donc les suivantes : 


"DE cn(u, ac dn(u, аа? sn? (u,a)— сни) =0 


du 
ан.) эб H (u), „=0 
Fonctions propres paires H, (u) ES Fonctions propres impaires Н_ (u) dH. ( и) 
aH) 0 ca DET: 
du Lie) 


La version algébrique de cette équation par le changement de variable z=sn°(u,a) est la suivante : 


Il 
° 


NE O ETE EN 
dch H 21. A 2 eye 
> 42(2 1(a°z 1)" (=) H 2z(z 12? yi 2 H Ze e) H 2za?y(z)= Ç ylz) 


Z | z-l a°z-1 
u e [0,-K(a) et z =sn*(u,a) => z e [0,1] 
DND BEI 


Fonctions propres paires y, (z) 
у, "(= F 0 


Fonctions propres impaires у (z) | 


On voit tout de suite quel est le poids à utiliser dans la relation d'orthogonalité des fonctions 
propres pour deux valeurs propres (1 et (2 pour deux fonctions H1(v) et H2(v) : 


K(a) 


1 #62 => Í du en(u,a)dn(u,a)H(u,6,)H;(u,62)= 0 
-K(a) 


I K(a) 
Et la norme est la suivante lui," [du enlu, aanu, a t Qus c) 
-K(a) 


Le poids à utiliser pour l'orthogonalité et la norme en version algébrique se calcule aisément : 


| SG bien bes A =f TE, у 


Le schéma de construction des fonctions de Heun bi-analytiques concerne cette fois-ci les deux 
points singuliers 0 et 1. Pour les fonctions propres paires, il suffit d'appliquer le schéma de Heun 
avec le jeu de paramètres spécifiques à l'équation de Heun algébrique, sans transformation 
homographique, ni F-homotopique : 


@,=@ В,=В y,-y ô,=6 E,=E€ a,-a q,-q 
AU ~ l = 1 1 
2)= У с, 2! a = 1 = 0=1 а= a=— 
у, l ) 2. j,n 2 B y 2 oi 
~ Í > 1 1 
? G, 2 B,-l y, 2 6, =1 £,-1 а, m 
lO в 0 D^ ый. 
+1)2 j +1 д 
К, =a,(j+1)7,1 -U Li ) во R 0 Ü; ошбу. 
2a 
u 2+1) 0 lá 0 
5 n 
9, 7 -tenYa +10) е, tað 7 7 bel M-|. 0 B, Ó, Ra 0 
j 0 P О R. 
Е LT 2 j(2j+1) Jj J saj 
P, =(j 14 ol l4 ñ,)= 2 0 Pu Qi К, 
n croissant — convergence suffisante des premières valeurs propres (tri croissant des yaleurs) 
q,, valeurs propres de M et — Ç, = 40°4,, c,, vecteurs propres de M 


Voici les jeux des 8 premières valeurs propres obtenues avec diverses valeurs du paramètre a : 


2 

Ska -Q Kë -G -Çs -G Kë -@ 

0.2 -0.135971374118 | 5.2488730813428 | 17.78930990375 |37.497148888589 | 64.371666454281 | 98.412777237922 | 139.6204594928 | 187.9947055498 
07905 43 415 95 51 31 684 701 

0.3 -0.206311091169 | 4.8488638078090 | 16.607026 35.0865024 60.2860935 92.20 130.84 176.2046217298 
32644 23 8646747 1147572 8699797 56631553828 517658019195 822 

0.4 -0.278679839127 | 4.4277080108270 | 15.358236 32.538218 55.9659 85.641100942149 | 121.5637541656 | 163.7338489695 
2242 7 200563892 24125188 05934788296 7 4225 4477 

0.5 -0.353614727719 | 3.97973 5405340 |14.02516376250 | 29.8155 51.348 78.6235 111.64097 150.4009326385 

1129623566 40251891659 6761739838 532314356 7486 

0.6 | -0.4319489918 | 3.49614816714 | 12.5802611990 | 26.8613770992 | 46.3365163714 | 71.0061146128 | 100.87595445 | 135.97941110 
4304725 7556 59658 35305 3831 1223 17212 4007 

07 | -0.5151074219 | 2.96191658503 | 10.9766450544 | 23.5800895883 | 40.7775578761 | 62.6185472091 |89.299195897 |121.34736198 
559018 52616 1233 488 385 373 3396 26288 

08 | -0.6059016603 | 2.34818741655 | 9.13357104994 | 198682656284 | 34.7719998861 | 54.3911801632 | 79.602096739 |111.42098857 
034774 1959 0182 8131 7856 318 9493 748061 

0.9 | -0.6059391011 | 2.34700513837 | 9.12022222413 | 197730258053 | 34.3011857941 | 52.7049117018 | 74.988763696 | 101.17296526 
020097 90156 0362 50315 776 02864 11024 86386 


Ces valeurs propres corroborent les résultats obtenus dans l'article de 1976 K.AIKAWA.O.MIYOSHI 


« Tables of Heine Eigenfunctions I »(à l'inversion du signe près). 


Le graphe des cinq premiëres fonctions propres paires 


normées à 1 : 


Sturm-Liouville y' [0]-0, y“[K[a2]]=0, y'[-K[a?]]-0,8? -1-a?,a?- +0.5 
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-(2- «3.97974 
-(4- + 14.0252 


-(4- +29.8155 
-(s- + 51.3484 


-647- 0.353615 


Pour les fonctions propres impaires, il faut appliquer le schéma de Heun avec le jeu de paramétres 
spécifiques à l'équation de Heun algébrique, sans transformation homographique, mais avec la 
transformation F-homotopique qui annule la fonction en z=0 : 


а, =а+1-у B,=B+1-7 y,=2-y Ô,=0 E,=E a,-a q, а+(аб +=)1-у) 
y (eds s 2) gal B=1 y E E E 
" МА 2 2 а? 
" > 3 1+а? 
>а,=1 В, 5 Yn 2 ó,-l ë,=1 a, p qd,-qt* 22 
| | Ô, R 0 … 0 
katuy + = 6400343) pQ R 0 … 0 
| 29 Ur us "E NM 
И: = (2j 43 E 
-0, =-j\G-1+7,)a, +1)+6,+a,6,}=0, AT Эно) M= 0 Pa Qu Ria 0 
7 " 0 P Ò R 
. ~y. = J 2j+1 j j Li 
ET MEET 


1+a° 
2a? 


q,, valeurs propres de M et >¢,= ela, _ 


n croissant — convergence suffisante des premières valeurs propres (tri croissant des valeurs) 


J c,, vecteurs propres de M 


Voici les jeux des 8 premières valeurs propres obtenues avec diverses valeurs du paramètre a : 


2 

ad 0 -Q -G -ţa Ts "Gs G "Gs 

0.2 | 1.668986610439 | 1062301623371 | 26.7473823645 | 50.0385809345 | 80.4963995988 | 118.120797568 | 162.911762308 | 214.869288899 
3045 051 97545 82285 727 89422 27222 1719 

0.3 |1.49361972574 | 9.88753325531 | 25.0067303835 | 46.8462965842 | 75.4058841008 | 110.685427894 | 152.684908103 | 201.404316955 
41521 86 20093 62056 8537 6573 30948 87375 

0.4 | 1.30971717968 | 9.11143351594 | 23.1672350778 | 43.4711177984 | 70.0225693382 | 102.821496687 | 141.867871672 | 187.161683303 
59102 8884 335 6412 5595 92744 30213 61137 

0.5 |1.11498190825 | 8.28386493776 | 21.2024792426 | 39.8641649892 | 64.2682050384 | 94.4144731368 | 130.302931447 | 171.933565273 
67507 5413 04902 8718 4158 2788 20503 22914 

0.6 |0.90584533432 | 7.38800571253 | 19.0715180356 | 35.9496803143 | 58.0215142959 | 85.2868524224 | 117.745645222 | 155.397873585 
00588 8012 25335 00664 4339 5894 35511 2997 

0.7 |0.67619746014 | 6.39513623428 | 16.7044603622 | 31.5983535355 | 51.0754961484 | 75.1356660481 | 103.778802325 | 137.004904747 
42381 2887 2613 3217 5153 4324 79781 76933 

0.8 |0.41381698211 | 5.24803700384 | 13.9621125000 | 26.5527231381 | 43.0184258385 | 63.3608345872 | 87.5890466508 | 115.738958206 
273127 6013 99282 07773 5542 458 1164 57337 

0.9 |0.08598660235 | 3.79664083395 | 10.4958913995 | 20.2472573283 | 33.2218840700 | 49.7627708765 | 70.3570316239 | 95.5398273391 
730458 29836 62664 49374 27954 7411 4616 5988, 


Ces valeurs propres corroborent les résultats obtenus dans l'article de 1976 K.AIKAWA.O.MIYOSHI 
« Tables of Heine Eigenfunctions 1 »(à l'inversion du signe près). 


Pour la dépendance en v, l'intervalle de valeur de cette variable est borné en [vo K(6)] et il n'est plus 
question de parité. Le probléme aux limites pour cette fonction en v se résume donc ainsi : 


eet). dn(v, Всп? (у, B) sn" (v. B))oe(v) 


ôv? 


sn(v, В)сп(у, В) 
velm.k(8)] @(v.)=1 


ду 


+ 2dn°(v.8)+6 je(v)- o 


Par le changement de variable z=dn°(v,6), l'intervalle devient [о?, dn°(vo,8)] la fonction dn^(v,6) 
étant décroissante. La version algébrique de l'équation est la suivante : 


1|1 2 2 Lx, 2z-C 2 
Li 3e Eye 
e(v) y(z,)=1 z=dn(v,B)e [a?, z, Е dn'(v,. В) 


Il convient donc d'établir un développement de Fróbenius autour de la seule singularité de 
l'équation présente dans cet intervalle, ісі ог. On a vu que d'après l'équation indicielle les deux 
développements de Fróbenius, normalisés à 1 autour de o° , sont de la forme : 


„)- а-а?) 


»(&°)=1 


»,(z)= Log(z -a?)y (2)+ S ь (ise) ZE dn? (v, B) 


j=0 


Nous ne devons donc retenir que la solution régulière en a° , soit la première solution : 


z = dn'(v, В) „()= Ya (s-a?) et dr (v, В) = а? + бет (v, В) = v f В) = a sp) 


Là encore, ce développement coincide avec la construction d'une fonction de Heun autour de la 
singularité 2=а=0? : 


Equation de Heun y" (z) H É H 2. H Ly): uc 


Autour de la singularité z = a — y(z) = Hema Zu 24 a jus < =) 
a a 


y"'(z)+ dE t 2 t tpe 226 ү 
2 Ç 
4 


a 


В=1 y ô=1 &=1 


а? 2a°-6 1 а? z 
2 9 2 H ,1,1,1; 2 
a? -1 4(a? -1) 2 œ? =1 


Ja 
а=а q Le 
2 


Autour de la singularité z = a^ > y(z) = пај 


La récurrence sur la solution régulière de l'équation de Неип autour de la singularité z=a se 
construit ainsi : 


vm, P=an(y+n-1) 0, - q^ (n-V(y +п-2) +1) +=+а6] В, --(n-2«&)n-24 8) 
Si y,(z)= Неипб(а,д,а,В.у,б;=)= Y 6," avec "NES b, 
pen b, 0 b, 1 b, n^n > n“ E 


n 


Alors y,(a-z)= HeunG| t Ped uenti y [= 
а - а- 


= a-l 1 Z. = 
P =— n(e+n-1) o -Paa \ А 22а-1)+(а-Пу+аб} В. = (и-2+а)1-2+1) 
A a-l a-1 a5] 
Récurrence Sur C, р 
c;70 c =l P Quen ` nCn-2 


n 


Ce qui donne la récurrence pour le développement de Fróbenius de la solution de l'équation de 
Heine autour z=® : 


5 greg i] ?_z) т fæ? -zy "EE 1 
HeunG < , a b Xi E Ê - i: avec а=а? q 5. Q-— В=1 y=- б=1 e 
a? -1 4(a? -1) 2 dal < arc 4 2 2 
2 2 2 
o à 2a^-6 n-l | 3 > a | | 
P = = n 2a^ —-1})+ R --|n-— (n-1 
" a*-1 Q, 4(a? -1) = 3 ) 2 | SH 
Récurrence sur c, 
+R 
С == 0 Co =] с, == O,c, 1 nCn-2 
P 


Comme nous disposons d'une simulation numérique qui génère le développement adéquat régulier 
de Frôbenius autour de la singularité о?, on a pu vérifier le bien-fondé de la construction décrite. 
Pour passer de la normalisation 1 en о? du développement à la condition aux limites еп v=vo, il 
suffit de diviser le développement de Fróbenius par sa valeur en v-vO, idem avec la forme littérale 
en fonction de Heun, avec comme résultat précis sur les fonctions en v : 


== dn° (v p) HeunG a. 20726 d ug =dn*(v. B) 
| m , et y(z) aÇ? -1 4a 137 gai 
а Ò — a —z 
EE А LE J y(z,) a^ 2o^-6£ 1... a°-dn(v,,p) 
a? -1 Ae? -1) 2 a? -1 1 HeunG EECH JOD 


Remarque : la solution cette fois-ci ne se construit pas de façon similaire à la solution du problème 
électrostatique bi-sphérique sur le fuseau. Dans cette configuration pour le système bi-sphérique, 
la variable radiale étant de domaine non borné, les fonctions radiales étaient sinusoïdales et les 
fonctions angulaires des fonctions coniques de Mehler. Le spectre de valeurs propres des fonctions 
radiales sinusoïdales étant continu, la solution se développait en intégrale de Fourier. Pour le 
système Bi-cyclide, il existe en revanche un spectre discret de valeurs propres sur l'intervalle [- 


K(a),K(a)]. 
Voici le graphe des 5 premiéres fonctions en v pour une condition aux limites paires : 


EllipticK] 8 


v0- y[vo]=1 , y [K[B?]]=0, B°=1-a° a°=+0.5 


0.8 — -(,2-0.353615 
— -2=+3.97974 
— -6=+14.0252 
— -(4- 429.8155 


— -(g- «51.3484 


c 
© 
т — 


1 


0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1 


CO 


Si les conditions aux limites sont quelconques : тү, у,)- f( = Holz £C u) , f(u)— f(C u), la solution 
2 2 


du problème de Dirichlet extérieur est la suivante par décomposition des parties paires et 
impaires : 


DE лы) 0-76) 
T T H (1, 
du сп(р,а)ап(и,а) f (u)H uc, du сп(и,а)ап(и,а) f (u)H (ae, 
A E Ji - dn (u.a )sn (vs. B) B = И = J1- di^ (u,a)sn° (v, В) 
n Elo n K(a 
[du cn(u,a)dn(u,a XH. u.c, )) [du enn. Wan. XH (u.c, )) 
-K(a) -K(a) 
нан E T aunt pc) 
T(u.v)- ал? (и,а )sn° (v. B) Y. — = AE : a Ï (4,H. lun В,Н_(и,б,}} 
í Hen] Z : si — ,1,1,1; 2 z i Géi 
a? -1 4o? -1)2 a? -1 


Il se trouve que le logiciel Mathematica dispose de fonctions permettant la simulation d'une 
solution approchée des problémes de Sturm-Liouville (utilisation d'une méthode éléments finis 
unidimensionnelle), de développements de Fróbenius et de l'implémentation des fonctions de Heun 
locales (celles correspondant aux développements de Fróbenius autour des diverses singularités de 
l'équation de Heun). 


Dans ce cadre de Mathematica, j'ai pu vérifier la construction des fonctions propres de Heun bi- 
analytiques pour le problème de Sturm-Liouville en la comparant aux méthodes numériques 
proposées par Mathematica (NDEigensystem), tout comme les développements de Frobénius avec 
les méthodes numériques de résolution d'équations différentielles du second ordre (NDSolve), et 
l'implémentation de la solution locale de la fonction de Heun (HeunG). 


J'ai donc construit à l'aide de Mathematica, la solution du probléme aux limites sur l'iso-surface en 
question, dans trois cas : la fonction limite est l'unité, la fonction limite présente un simple palier 
vers l'unité et la fonction limite un double palier vers l'unité. Les paliers sont choisis de maniére à 
présenter sur l'iso-surface des zones bien nettes : 


Le graphe de la solution pour une fonction limite unité : 


Le graphe de la solution pour une fonction limite simple palier : 


Problème aux limites extérieur de Dirichlet en coordonnées Flat-Ring-Cyclide 


Rappelons quelques propriétés du système de coordonnées Flat-Ring-Cyclide qui nous sont utiles 
pour la compréhension de la géométrie du problème. 


Soit les coordonnées Flat-Ring-Cyclide : 
sn(u,a)dn(v, В) sn(u,a )dn(v, В) 
1- dn (и, ан? (у, В 1- dn (и, a )sn^(v, В 1- dn'(u, a )sn'(v, В) 
x/2 x/2 


u e[0,+K(a)] у=[-К(В)+К(В)] e, Beil ei «p^-1 Kla)= [ 40(-asin'(0))” к(в)= | 40(- psi (0)) ^ 
) 


sn(u,a )dn(v, В) pes сп(ш,о)ап(и, о)зп(у, Bjen(v, В 
1- dn (u,a)sn (v, B) 1- dn (u,a)sn (v, В) 


ый en(u,a)dn(u,a)sn(v, В)сп(у, В) 


үс у= ү 2 


= p = 


Inversion du système Flat-Ring-Cyclide vers les coordonnées cartésiennes 


Cela consiste à revenir aux coordonnées (u, v, ol connaissant les coordonnées cartésiennes (x,y,z). 


En tant que système de coordonnées de révolution, la détermination de l'angle azimutale @ est 
classique par le rapport y/x (et quelques corrections). Aussi suffit-il de se placer dans le plan des 
coordonnées polaires cylindriques (p,z) pour inverser les formules. Dans le plan polaire cylindrique, 
le système Flat-Ring-Cyclide possède une formulation simple toujours due à Wangerin qui 
introduisit une fonction de révolution de la forme z+i p=f(u+iv) dont l'expression est très simple et 
l'inversion de la formule est alors triviale si l'on utilise la fonction de Jacobi, à savoir : 


u = Re(sn^ (z- ір,а)) 


2 2 
p= үх +Y р E ; 
=> u + = —Ip, => 
| ИУ = Sn (2 Ip a) | _ Im(sn(z-ip,a)) 


z+ip=sn(u+iv,a) 


Avec les expressions littérales de (p,z), on sait que chaque point de l'espace est l'intersection des 
deux iso-surfaces (ou courbes) définies par и et v. Ces deux iso-courbes и et v sont des quartiques 
dont les termes sont suffisamment compliqués pour ne pas les retranscrire ici. Mais écrivons-les 
sous la forme : 


нае ав s E И = 0 

v = Cste > Аи +B u° +C,u* +D,u +E, =0 
Les coefficients de la quartique sont uniquement fonctions de p,z, aussi si l'on dispose d'une 
résolution des racines des deux quartiques, on trouve respectivement les 4 racines de ces dernières. 
II suffit alors de ne choisir que les racines réelles et appartenant à l'intervalle [0,1]. En général le 
choix des racines respectives de u et v est plus limités, et il suffit de rejouer les formules directes du 
système Flat-Ring-Cyclide pour déterminer univoquement les bonnes racines u et v. 


C'est le schéma général d'inversion, cependant il y a quelques cas limites des coordonnées qui 
doivent être traités à part : il s'agit des points situés sur l'axe z et sur le plan équatorial. Et en 
général les cas limites sont très intéressants du point de vue du comportement du système de 
coordonnées. 


Pour Le plan équatorial il y a trois cas limites : 


Premier cas 


Eus ` 


z=0 09 
y 


Deuxiéme cas 


d E 
€ y,— v-—tdn | —, 
P É d => E H Précisément | Limv = AER) et Гіту = 260 
z—0* 
z-0 u = K(a) d 
Troisiéme cas 
y v =+K(B) 
pe — +00 re r . 
a = | y J Précisément | Limv = K(B) et Limv = -K(B) 
= Sn —.G z—0* 
ар 


Pour l'axe z, il пе possède qu'un seul cas limite : 


u=0 


= (0 
p Es) 
2 2 
JY +z 


Il est important de noter que le systéme de coordonnées Flat-Ring-Cyclide introduit clairement une 
discontinuité dans les valeurs des coordonnées p et v lorsque l'on se déplace dans l'espace 
cartésien au passage du plan équatorial. Ainsi La variable v s'annule sur le plan équatorial entre les 
positions de rayon [0, y] à l'intérieur des deux iso-surfaces ,-4,, constituant les deux 


hémisphéres. Au delà de cette position s'éloignant de l'axe z de rotation, la variable présente 
toujours une discontinuité , =+, . Dans l'intervalle de rayon [у, y/a] c'est la variable и qui devient 


fixe égale à K(a). Au delà de la position [2 +y? =K, v prend la valeur fixe y =+x(p), tandis que sur 
а 


cette ligne и varie de K(a) (au point ү/а) à 0 (vers l'infini). Par ailleurs la variable une présente pas 
de discontinuité dans l'espace. La discontinuité des valeurs de la coordonnée v entraîne une 
contrainte supplémentaire sur le choix des fonctions solutions d'un problème aux limites qui elles 
n'ont aucune raison de présenter une quelconque discontinuité soit en valeur, soit sur sa dérivée 
première : 


Е OT(u.v) _ OT(u.v) 
Vue [0, (8) Т(и,у}и-к@) = Tuer et ду ` kat =” av A ai 
v =+K(B) OT(u.v) OT(u.v) 
T .=T(u, e SE 
ue Ge (a,v] e Lu ries ET Qv v-K(B) Ov v--K(By . 


Rappelons également que la solution est construite à l'aide d'une fonction de séparation, comme 
suit : 


Т(и,у)= аи? (мази? (v,B)H(u)o(v) 


Il en découle que la dérivée première selon v possède la forme suivante : 


ôT(u,v) 2 2 2Ө(у) dn*(u,œ)en(v, B)sn(v. В)ап(у, B)etv) 
j EE EE E 


Il en découle qu'en u-K(a) : 


OT(u.v) 


ду 


= ian. SUE pi. вул уе, 


u-K (a) 


Si par exemple la fonction H(u) s'annule en u-K(a), alors la condition de continuité de la dérivée 
premiére est assurée. 


Lorsque v-K(8) ои v--K(6), alors : 


ue) a) asp) 20) 


QV. h-r) OV Leg 


у=®К(В) 


II suffit donc que la condition de continuité de la dérivée première de la fonction O(v) soit assurée, 
tout comme celle de la fonction O(v) elle méme. 


Voici le graphe de contour, commenté des valeurs de la variable и: 


Voici le graphe de contour, commenté des valeurs de la variable v : 


Problème aux limites électrostatique de Dirichlet en coordonnées Flat-Ring-Cyclide : iso-surface 
= „n, dU potentiel fixe у = sur les deux hémi-cyclides ou impaires y = +у, sur les deux hémi- 


cyclides 


Soit l'iso-surface représentant un anneau aplati : 


Les deux équations séparées se présentent sous la forme : 


e? H(u т en(u, o )dn(u, - 
ди? — п Ш) а sn?’ (u.a )-5}Н(и)=0 
Zeen 


Domaine extérieur џ є [o, uo] ve = K(B)+K(B)] 


Il s'agit tout d'abord de respecter les conditions de continuité de la fonction et de sa dérivée 
première au passage du plan équatorial du fait de la discontinuité introduite par le système de 
coordonnée Flat-Ring Cyclide. Rappelons que sur le plan équatorial la zone de rayon [0, y] ne 
présente pas de discontinuité sur v. Entre les rayons [y, y/a] la variable v présente une 


discontinuité de valeur v = san (T. в) et au delà de valeur у, — + K(B)- Le domaine extérieur du 
p 


probléme aux limites exclus la zone p€[y, y/a] étant donné que u= K(a) > uO. La zone p€ [0, y] est 
d cheval entre les domaines extérieur et intérieur. Cette partie ne pose pas de probléme de 
continuité car la valeur de v est continu au passage du plan équatorial. La zone p»y/a donne une 


détermination de la variable и: р = GER Les grands rayons p sont donc dans l'intervalle 
a sniu,a 


u€[0, uO < K(a)] et les petits rayons dans le domaine intérieur. Dès lors seule la discontinuité 
v =+K( B) pose une contrainte supplémentaire sur la solution. 


Le problème de Sturm-Liouville en v se présente de deux manières possibles selon que l'on 
développe le système de fonctions propres pour des fonctions limites paires ou impaires en v 
(valeur limite différente selon l'hémisphère supérieur ou inférieur de l'anneau aplati), sachant que 
v change de signe de part et d'autre du plan équatorial. 


e(v)- e(a^ (v, p))=> Z | re (v,B}sn(v,B) dol) =0 
v dv Lan 

a p) QL) = ponte, Bent, EI) + апу, В) dn*(v, B) Ajev)- 0 
e L bai. gy Lean. в-а, B)+ a \0(v)=0 

= =0 Ө (v), , -0 
Fonctions propres paires ©, (v) m" " Fonctions propres impaires ө (v) dO (v) 

= š dv Lues 
dv Lu 


La version algébrique de cette équation, en posant z=dn°(v,6), est la suivante avec les deux types 
de conditions aux limites homogènes : 


2 1 1 Su z—À _ 
Sé 2 | 2—1 | ch ch EE i 
e 4z(z-1 z-a?" (z)4 2z(z 102 DE І H ! 
z-dn'(v,B) et v e[0, K(8)] с e le? a] 
y. (z), ch 


y. (z)... e 0 


Fonctions propres paires у, (z) | Fonctions propres impaires у (z) | 


у. (2] =0 


Pour les premières conditions aux limites, toute fonction paire respecte de facto la condition 
assurant la continuité au passage du plan équatorial : 


6,()-6,Cv)o 6,0), .. 9. 


(v) SA). 06, Cv). = 28.6) 
` ду Qv pm 


* 
v=v; 


Pour la fonction < impaire » seule la condition en „=+ K(B) soit z=a° doit étre effective, 


ayant étudié le domaine extérieur. Etant donné les conditions aux limites en version algébrique z, il 
s'ensuit que les conditions au passage du plan équatorial sont assurées : 


2= dn'(v, B) = = —28?сп(у, B)sn(v, B an(v, В) 
v 


а hl _ dz dy (z) Е 2 ау (=) dO (v) Е 
= 2p сп(у, B )sn(v, B)an(v, В) E > dal = 0) 
Е 9 (v), aro s 
Comme | >> ï dO (v) 
VE GL. dv 0 


La relation d'orthogonalité des fonctions propres pour deux valeurs propres À1 et À2 pour deux 


K(B) 
fonctions O1(v) et O2(v) s'exprime comme suit : А, + A, = Javantv. BJe(v,2 Je(v, A,) - 0: Et la 
Rat 
K( 


) 
norme des fonctions propres est la suivante ебу, A, o = PM Siet A, Ir, 
-K(B) 


La relation d'orthogonalité et la norme en version algébrique s'écrivent : 


| dz 2 f dz 2 
A, xA, m | ус, А, )у(2,4,)= 0 ls, Ah = yz, 1, 
A об) А)-0 pea | 064 


Remarque : dans les articles de 1975 K.AIKAWA.H.SAITO < Tables of Wangerin Eigenfunctions l > et 
K.AIKAWA.M.TAKAHARA < Wangerin functions », les deux problèmes de Sturm-Liouville évoqués 


sont respectivement т, (z) 7 G)... 72 S. (z) P KÉ Е . Or les deuxièmes 

ú у(2),. =0 : yz), ,. =0 
conditions aux limites ne peuvent respecter la condition de continuité au passage du plan 
équatorial. Les articles ne sont pas nécessairement dédiés à la résolution de probléme 
d'électrostatique, néanmoins la discontinuité de variable du plan équatorial n'est pas mentionné, 
or il me semble que cela a son importante et peut guider le choix des solutions dans les problémes 
de physique. Là encore c'est en relative analogie avec le système elliptique cylindrique où le 
passage de la ligne inter-focale conduit à des contraintes similaires, qui impliquent in fine un choix 
dans la résolution du probléme aux limites. 


2 
z-a 


Pour les fonctions propres paires, il suffit d'appliquer le schéma de Heun avec le jeu de paramètres 
spécifiques à l'équation de Heun algébrique, sans transformation F-homotopique, mais avec la 


transformation homographique z-»1-z qui ramène autour du point singulier z=1 : 


а, =@ P =P 7,=0 ó,-y € =€ a,-l-a q,=@P -q 
AT j ~ l 4 1 1 
у, (2)= У`с,„(-2) а B y=1 ó Е а= а? 
o S 2 2 2 
A3 > 1 1 1 5 1 
? G, B, 2 7» 5 6, =l g,=— а, =1-а 4,=--4 4, =44=1-44, 
бей ) Q, R 0 0 
Е A JU +127 +1 5 
R. =a,(j+1)7, j)- (1-а?) | B Q R о 0 
| 0 T 0 
ERN Pf: Е _ J ( n 2 I ) - => 
Q = iG 14 y, Xa, t 1)+ E, T а,б, } 9, 2 Qj ! la (4j 1) M- 0 P, Qa Ra 0 
р 2 0 P. О, R. 
Р,=(7-1+@,) AE Rub 
j = UV r G, JU r P, 4 0 Pa Qin 
n croissant — convergence suffisante des premières valeurs propres (tri croissant des valeurs) 
q,, valeurs propres de M et —4,-1-4q,, c,, vecteurs propres de M 
Voici les jeux des 8 premiéres valeurs propres obtenues avec diverses valeurs du paramétre a : 
a? hu À А: А. À Ae A- Ae 
0.2 |0.56095659984 | 2.51724419553 | 8.31000957236 | 17.9952354126 | 31.5553736080 | 48.9912032136 | 70.3085770254 | 95.5313563251 
59181 56883 046 0622 96584 9154 1368 7481 
0.3 |0.62410971714 | 2.92837588216 | 9.79014227635 | 21.2472565067 | 37.2874460590 | 57.9105507323 | 83.1165703856 | 112.905519219 
41894 07355 0876 3149 08715 5913 7807 80341 
0.4 |0.68299035611 | 3.28815118757 | 11.0699015904 | 24.0533762480 | 42.2303296861 | 65.6006994786 | 94.1644850225 | 127.921686226 
7898 4135 52421 6566 4285 8706 5062 53624 
0.5 |0.73923163902 | 3.61567702447 | 12.2235810187 | 26.5789577344 | 46.6765176861 | 72.5162379584 | 104.098118379 | 141.422158914 
12179 21295 25943 43584 7617 7648 03405 13986 
0.6 |0.79363464149 | 3.92052379364 | 13.2884942038 | 28.9070493005 | 50.7730369528 | 78.8864497445 | 113.247287628 | 153.855550595 
01285 99926 25413 22424 6187 6845 03731 58067 
0.7 |0.84666128265 | 4.20828930658 | 14.2865045697 | 31.0863037148 | 54.6060252179 | 84.8456671724 | 121.805229569 | 165.484712405 
01958 3113 93706 44867 56706 5366 85706 99423 
0.8 |0.89860618835 | 4.48258116306 | 15.2317198748 | 33.1481111705 | 58.2310594266 | 90.4805643311 | 129.896625880 | 176.479244083 
04283 4019 85316 4197 7824 6676 92196 79004 
0.9 |0.94967079239 | 4.74588510570 | 16.1338697047 | 35.1141183023 | 61.6864663624 | 95.8509138680 | 137.607460820 | 186.956107222 
93781 0885 54787 3881 3212, 3312 234 3048 


On retrouve bien certaines valeurs propres publiés dans l'article de 1975 K.AIKAWA.M.TAKAHARA 
« Wangerin functions ». 


Pour les fonctions propres impaires, il suffit d'appliquer le schéma de Heun avec le jeu de 
paramètres spécifiques à l'équation de Heun algébrique, avec la transformation homographique z- 
>1-z qui ramène autour du point singulier z-1, et la transformation F-homotopique qui permet 
l'annulation de la fonction en z =œ?, soit : 


@, =&+1-= В,=В+1-= у,=б =y &,-2-& a,-l-a 4, =@В+5(1-є)-9 
IÉ l + 1 1 1 
2 Ee? H 
у, (2)= z-a? Y c, (1-2) = p=- y=l =- e=- а=а 
rr 2 2 2 
дә = 3 2 1 
>a, =l В,=1 y, ò, =1 €, 2 a, -1-a h° À,=4q=2-4q, 
(Loa OQ. Re "E, cun ume CU ae 
_ | SN DESI VES ^ 
К, =a,(j+1)7, + j)=(1 a ) à h Q R 0 Ü uds 
: 0 … 0 0 .. 
le P4 7 ( 2 d ) ра 
0, = И-П» ka, +1), +аьб,}= 0, = 2+1” -(4j43) M=... 0 P, Qa Ra 0 ss 
ТЕ m 0 P Ò R 0. 
P. =(j-1+@,)j=1+ 8) P j Q, 20) 
0 Pa Qi R. 
n croissant — convergence suffisante des premières valeurs propres (tri croissant des valeurs) 
q,, valeurs propres de M et —4,-2-4q,, c,, vecteurs propres de M 
Voici les jeux des 8 premiéres valeurs propres obtenues avec diverses valeurs du paramétre a : 
2 
a! hu À À А. À Ae A- Ae 
0.2 |1.04520643242 | 4.91965690450 | 12.6681003521 | 24.2908548976 | 39.7879817727 | 59.1601696720 | 82.4112521742 | 109.558574437 
59207 6294 22178 25696 2529 6713 9952 05162 
0.3 |1.19696186696 | 5.77995021513 | 14.9457530525 | 28.6944862770 | 47.0261341018 | 69.9406950166 | 97.4381696478 | 129.518566130 
71576 8637 4751 13606 49095 7703 6807 86687 
0.4 |1.33216272934 | 6.52560759522 | 16.9124304023 | 32.4926757659 | 53.2663376029 | 79.2334152896 | 110.393908669 | 146.747817687 
82239 75125 26642 78916 6491 5287 26837 0801 
0.5 |1.45699998131 | 7.19917074961 | 18.6834878750 | 35.9099676315 | 58.8786078001 | 87.5894081525 | 122.042368634 | 162.237489218 
75443 9615 23 4479 47165 7884 985 50674 
0.6 |1.57456223772 | 7.82199075460 | 20.3168399183 | 39.0591149754 | 64.0488152107 | 95.2859405509 | 132.770490975 | 176.502466488 
70827 2314 1679 7931 904 6477 91325 3962 
0.7 |1.68665119931 | 8.40657251875 | 21.8464131400 | 42.0061744081 | 68.8858561396 | 102.485458316 | 142.804980931 | 189.844423994 
61337 9429 47485 3461 3939 4881 0955 79448 
0.8 |1.79442574650 | 8.96098253670 | 23.2940957870 | 44.7937657173 | 73.4599922981 | 109.292775524 | 152.292115401 | 202.458011914 
43103 7938 11273 4014 3353 88097 7184 94078 
0.9 |1.89868322192 | 9.49078267531 | 24.6749815646 | 47.4512799016 | 77.8196776846 | 115.780174913 | 161.332771587 | 214.477467714 
31058 2012 74074 15344 454 10236, 6006 8341 


Voici le graphe des 5 premières fonctions propres paires du problème de Sturm-Liouville : 


— }1=+0.560957 
— А›=+2.51724 

— 4248.31 

— }4=+17 9952 

— Aen «31.5551 


Pour l'équation en и: 


u enge Mali) saru о) дафа) o 


0, 
ди? sn(u,a) ди uel Ш] 


La version algébrique de l'équation, en posant z=sn°(u,a), est la suivante : 


: AN, і а Lon ois-A DER 


z 2-1 072—1 (2 15022 1 
z=sn° (u,a) et u e [0,u,1= elt. sain, ol 


On utilise les développements de Fróbenius des fonctions autour de u=0 et par le changement de 
variable z=sn°(u,a) autour de 2=0, en supposant qu'ils sont convergeant sur l'intervalle [0,sn?(uo a)] 
(ce qui est vrai justement pour les solutions locales des fonctions de Heun sur [0,1[, 1 étant exclu). 
D'après l'équation indicielle les développements de Fróbenius autour de 0 sont de la forme : 


j= 
H, (z) = > a z! H, (z) =H, (z)Log(z)+ УУ Бы?” = solution régulière Н, (z) 
j-0 j-0 
ize f 
Comme z=sn°(u,z)= H(u)- asn” (u,a) 
j-0 


dont nous ne devons retenir que la solution réquliére autour de 0. 


L'équation sous sa forme algébrique est une équation de Heun dont les paramètres sont fixés 
comme suit : 


TORIS ô A ` Luch JE ut 
1 


Equation de Heun z z-l z- z -1z-a) 
&+В+1=9у+6+= 
~ z Ï 
odi 
2- 1 a? a°z—À 1 1 

"(2)- | '(z)+ =0 =l =- g-- 

^ш) ДЕ 2—1 Ape 4z(z-1)(@œ?z-1) CI MES 
ne 
oi T да? 


Les développements de Fróbenius autour du point singulier z=0 pour les deux solutions 
indépendantes de l'équation de Heun sont normalisés pour cette dernière. Il s'agit des solutions 
suivantes : 


Solution régulière en z =0 уќ) = HeunG(a, q, à. B, y, 8:z)= bet 


n=0 


P, = ап(у+п-1) Q, = q* (n (y +n 2а+1)+е+аб) В, = -(n 2+&)n 2+B) 


Récurrence sur b, b ,+R b 
b,=0 b, =1 b = ES — 


n 


En utilisant des routines de construction formelle des développements de Fróbenius sous 
Mathematica portant sur l'équation dítes de Heine et en lui substituant les valeurs des paramétres 
liés à l'équation de Heun, la premiére solution s'identifie à la solution paire et la seconde à la 
solution impaire. On peut utiliser la récurrence pour donner une valeur approchée des fonctions 
paires et impaires tout d'abord selon l'argument z puis u avec le jeu de paramètres de Heun 
suivant : 


Cela donne une construction des fonctions dítes de Wangerin bien plus simple que celles proposées 
dans les articles de 1975 K.AIKAWA.H.SAITO < Tables of Wangerin Eigenfunctions 1» et 
K.AIKAWA.M.TAKAHARA < Wangerin functions >, articles qui reprennent la proposition de 
construction dans l'ouvrage de P.Moon et D.E.Spencer « Field Theory », section 7.14 page 212 et 
suivantes. 


La récurrence Q trois termes des fonctions de Heun permet une construction des solutions de 
Fróbenius plus lisible et également beaucoup plus rapide : 


1 A 11.1 RY 
Solution y,(z)= HeunG 2 Lez =) D 7" 
iz) [z 4a?’ 2. 2? ? 2 ) Z 


Récurrence sur b, "S 
+ 
b = 0 b, = | b, — Q, F n“ n-2 


n 


Voici le graphe des cinq premières fonctions en u pour une condition aux limites paires : 


EllipticK a* " ® " 
uo =5- + + , y'[0]-0, Уро]=1 , £-1-a?, a?=+0.2 
1 ol 
0.8 F — M=+0.560957 
— №=+251724 

" — A-4831 
d — Aus + 17.9952 
aid —  As=+31.5551 

A A A A 1 A 1 A 1 1 A A 1 A A A 1 1. LI 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 


Si les conditions aux limites sont quelconques : T(„..v)= f(v)= f()+ fCv) , f(v)- Cv), la solution 
2 2 


du probléme de Dirichlet extérieur est la suivante : 


Ta DANS) P ay ance a) 
EE ү. Б” deae p er deal 
Juv a.p. "(v, 2,) Jayat e. "A sl 
HeunG| =>, ee 
T(u )= 41- dn^(u, a )sn (v, B)Y (A „9, (v.2,)+ 8,0 (v, 2, )$ É = + ; 2 ) 
7 нето L.A (ua) 


Il se trouve que le logiciel Mathematica dispose de fonctions permettant la simulation d'une 
solution approchée des problèmes de Sturm-Liouville (utilisation d'une méthode éléments finis 
unidimensionnelle), de développements de Fröbenius et de l'implémentation des fonctions de Heun 
locales (celles correspondant aux développements de Fröbenius autour des diverses singularités de 
l'équation de Heun). 


Dans ce cadre de Mathematica, j'ai pu vérifier la construction des fonctions propres de Heun bi- 
analytiques pour le problème de Sturm-Liouville en la comparant aux méthodes numériques 
proposées par Mathematica (NDEigensystem), tout comme les développements de Frobënius avec 
les méthodes numériques de résolution d'équations différentielles du second ordre (NDSolve), et 
l'implémentation de la solution locale de la fonction de Heun (HeunG). 


J'ai donc construit à l'aide de Mathematica, la solution du problème aux limites sur l'iso-surface en 
question, dans trois cas : la fonction limite est l'unité, la fonction limite présente un simple palier 
vers l'unité et la fonction limite un double palier vers l'unité. Les paliers sont choisis de manière à 
présenter sur l'iso-surface des zones bien nettes : 


Le graphe de la solution pour une fonction limite unité : 


Le graphe de la solution pour une fonction limite double palier : 


N 
T 


© 


Problème aux limites électrostatique de Dirichlet en coordonnées Flat-Ring-Cyclide : iso-surface 


v = +v, Au potentiel fixe y = +y, 


L'iso-surface suivante possède deux hémi-cyclides : 


On a vu que le plan équatorial présente une discontinuité de valeur dans variable v, il est donc 
important de s'assurer pour les fonctions solutions, qu'elles respectent la continuité et la continuité 
de la dérivée première le long de v au passage du plan équatorial, soit : 


ôT(u,v) _ ôT(u,v) 
Ov + Qv " 


v=v; V=-_V, 


Ум, Е [o, K (p )| Thav), = Tal, et 


Cette condition ressemble à la condition existante dans le systëme de coordonnées elliptiques 
cylindriques sur la ligne dites inter-focale. 


Les deux équations séparées se présentent sous la forme : 


9^ H(u) , en(u,œ)dn(u,œ) ОН) | (a s о) ли) 0 


ди? sn(u,c) ди 
250) p? vr Br P 590), | Чт? (у, B)+ AlƏ(v)= 0 


Domaine extérieur ue[0,K(a)] у e[l=K(f),-=v.]Ulv..+K(B)] 


Le problème aux limites sur l'équation en u dépend de la forme des conditions aux limites 
inhomogénes imposées sur les deux iso-surfaces ,..,, . Ces dernières sont établies sur 


l'hémisphère supérieur du disque aplati correspondant à „=y, et l'hémisphère inférieur 
correspondant à , -_,,. On distingue des conditions aux limites symétriques ou anti-symétriques. 
Or le plan équatorial extérieur du disque aplati correspond pour partie à l'iso-surface u-K(a) 
(intervalle de rayon [y, y/a]). Dans ces conditions si les conditions aux limites sont symétriques la 
dérivée première selon p de la solution doit s'annuler en u-K(a) et si les conditions aux limites sont 
anti-symétriques alors c'est la solution qui doit s'annuler en u-K(a). De méme sur cette partie du 


plan équatorial il doit y avoir continuité de la fonction et de sa dérivée premiére le long de la 
variable и. 


Donc le probléme aux limites peut se présenter comme suit : 


РЕР а ОИЕ caos aes 1 0 
du LUE 
2 
эң(и,а) THW; cu oan, or) UD. s af sn (и, )—л}н(ш)=о 
H H 
es 81а) Ш) + sn(u, a le sn (и,а)- A]H(u) = 0 
du du 
dH Lull _ 
. D" Lir du и=0 
Fonctions propres condition symétrique Н (и) 
dH (и) E 
dH [reta 
ан (u) 0 
Fonctions propres condition anti — symétrique Н_ (u) du u=0 
H Lol a =0 


La relation d'orthogonalité et la norme des fonctions propres pour deux fonctions et valeurs 
propres distinctes sont les suivantes : 


K(a 


к(а) 
А A, > [dusn(ua)H(u,4)H(u,2)=0 = |HG A = [du sn(u,aXH(u,2,)) 
0 0 


Pour les fonctions propres < symétriques >x, on applique le schéma de Heun avec le jeu original de 


paramètres à l'équation de Heun algébrique, sans transformation F-homotopique, ni 
transformation homographique : 
а, = B, B Yn=Y 8,=0 E,=E а,=а q,=q 
A | ~ l z 1 1 1 1 
z)= z а=— = 1 ó = 
У, ( ) са ГАЛ 2 B 2 y 2 2 a? 
~ 1 y 1 1 1 1 
> а, 2 B, 2 y, =1 ô, 5 €, 2 а, PS 4, =9 À 4a°q 4a* q, 
Ò, в 0 ТИ 
у (+1) = 
R =a,(j t Vy, + j)= E Hh Q R 0 0 
(2/+1)1+ a? 0 EE 0 0 
VUE T е > iue а Е S 
О, = AU l+ y, a, | 1)4 En? а,б, } О, 5 о? M 0 P Qu К, 0 
0 P ‚ R. 0 
Wë | | o (2j+1) p Q We 
P,-(j UA 1+ В,)= 4 0 Pa Qu R: 
n croissant — convergence suffisante des premières valeurs propres (tri croissant des valeurs) 
q,, valeurs propresde M et 21, = 4a^q, , c,, vecteurs propres de M 


Voici les jeux des 8 premiéres valeurs propres obtenues avec diverses valeurs du paramétre a 
(changement de signe des valeurs propres) : 


о? |-M -№ -À3 E -Às -№ -À; -Às 

0.2 -0.1359713741 | 5.24887308134 | 17. 7893099037 | 37.4971488885 | 64.3716664542 | 98.4127772379 | 139.620459492 | 187.994705549 
1807977 2848 53978 90154 8177 2061 87275 8652 

0.3 -0.2063110911 | 4.84886380781 | 16.6070268646 | 35.0865024114 | 60.2860935870 | 92.2056631553 | 130.845176580 | 176.204621729 
654277 2888 8113 3946 11045 6149 1907 41214 

0.4 -0.2786798391 | 4.42770801084 | 15.3582362005 | 32.5382182412 | 55.9659059346 | 85.6411009396 | 121.563754121 | 163.733848302 
2967126 0351 68374 3961 68776 2927 4183 90314 

0.5 -0.3536147277 | 3.97973540533 | 14.0251637618 | 29.8155112813 | 51.3484022554 | 78.6235638122 | 111.640929714 | 150.400476949 
2035724 19203 37605 1995 3069 0286 18398 27108 

0.6 -0.4319489922 | 3.49614814240 | 12.5802606327 | 26.8613680147 | 46.3364037056 | 71.0049995721 | 100.867068548 | 135.922580644 
691134 98393 40083 70353 4438 2094 37384 1083 

0.7 -0.5151076236 | 2.96190790506 | 10.9765010099 | 23.5784708570 | 40.7640391820 | 62.5327081622 | 88.8843651487 | 119.818982196 
87558 42476 47288 14164 90336 013 4317 86076 

0.8 -0.6059391010 | 2.34700513838 | 9.12022222413 | 19.7730258053 | 34.3011857941 | 52.7049117018 | 74.9887636961 | 101.172965268 
677682 61184 0112 63396 8431 1821 111 64611 

0.9 -0.7120915735 | 1.57186765572 | 6.77044388308 | 14.9856814360 | 26.3249053785 | 41.0487711535 | 59.5884107146 | 82.4708973762 
768638 8663 6374 26029 21606 6268 1196 5737 


On retrouve bien les valeurs propres publiés dans les articles de 1975 K.AIKAWA.H.SAITO « Tables 
of Wangerin Eigenfunctions I > et K.AIKAWA.M.TAKAHARA < Wangerin functions > 


Pour les fonctions propres < anti-symétriques », on applique le schéma de Heun avec le jeu de 
paramétres originale à l'équation de Heun algébrique, sans transformation homographique, mais 
avec une transformation F-homotopique qui annule la fonction en z-1 : 


9; 


P =(j-1+@,)j-1+B,)= P 


@,=@+1-5 B,=B+1-6 y,-y 6,=2-6 e,=€ a,-a 4,=9+а7(-56) 
| 1 1 1 
; = B=  y=l 5e et а=— 
2 frz? 2 2 а? 
S р 3 1 1 , : 
G,-l P =l y,-l ó, En а, 9, = q+— À, 724a q=4a q,-2 
2 a 2a 
Ga Ou di m £e SÜ She 
ыч P Q R 0 О viec 
f 0 20 0 
=-j\(j-1+7, Xa, +1)+ 2, +a,ô,}= О, = ET М = 0 Pa O Ra O cess 
ф 3r r R. їй 
0 Pa Qu ju 


һа valeurs propres de М et Л, = 4a qu =2 C 


jn 


vecteurs propres de M 


n croissant — convergence suffisante des premières valeurs propres (tri croissant des valeurs) 


Voici les jeux des 8 premiéres valeurs propres obtenues (changement de signe) avec diverses 
valeurs du paramétre a : 


о? "A -№ -À3 E -Às -№ -À; -Às 

0.1 1.83739896483 | 11.3253656086 | 28.4074083450 | 53.0816789514 | 85.3480791200 | 125.206589536 | 172.657204233 | 227.699920864 
95466 26077 5482 9076 0814 46655 41318 6365 

0.2 1.66898661043 | 10.6230162337 | 26.7473823645 | 50.0385809345 | 80.4963995988 | 118.120797568 | 162.911762308 | 214.869288899 
9306 10437 9739 8197 7224 89902 26417 18076 

0.3 1.49361972576 | 9.88753325531 | 25.0067303835 | 46.8462965842 | 75.4058841009 | 110.685427894 | 152.684908103 | 201.404316955 
10913 5297 2782 5981 0359 63606 30596 86693 

0.4 1.30971717967 | 9.11143351594 | 23.1672350778 | 43.4711177984 | 70.0225693382 | 102.821496687 | 141.867871672 | 187.161683303 
5097 188 392 489 4374 90676 329 61648 

0.5 1.11498190827 | 8.28386493777 | 21.2024792426 | 39.8641649892 | 64.2682050384 | 94.4144731368 | 130.302931447 | 171.933565273 
53996 3844 0609 8148 4695 2198 1918 25702 

0.6 0.90584533432 | 7.38800571253 | 19.0715180356 | 35.9496803143 | 58.0215142959 | 85.2868524224 | 117.745645222 | 155.397873583 
95534 6629 1831 135 3505 4953 21867 80562 

0.7 0.67619746014 | 6.39513623427 | 16.7044603618 | 31.5983535309 | 51.0754960984 | 75.1356655771 | 103.778798436 | 137.004876456 
71727 54505 6429 39914 5534 11 76061 06165 

0.8 0.41381694941 | 5.24803641635 | 13.9621058968 | 26.5526656362 | 43.0180157969 | 63.3583939125 | 87.5768744193 | 115.688384902 
87609 9799 42276 07568 9089 4554 4537 1816 

0.9 0.08571987611 | 3.79360388010 | 10.4763038808 | 20.1589075094 | 32.9297538269 | 49.0324205726 | 68.9113521621 | 93.1384784676 
35669 0484 51207 54345 2249 8045 1777 4371 


La version algébrique de l'équation en и, en posant z-sn^(u,a), est la suivante et donne les deux 
problémes aux limites : 


“{\,1)2,‚ 1, a? Dë 92-4, ú 
SR ДЕ "mel Sub ch apa)" ©) v 
z=sn° (u,a) et u e[0,K(a)|=— z e [0.1] 
vs 2 d) o 
у, (и) 3:0) e y(u) 4 dz 1 
ум rel, -0 


Et la relation d'orthogonalité et la norme en version algébrique s'écrivent : 


À = À > [o pee 2)-0 Lutz AT = = AJ 


Voici le graphe des cinq premières fonctions propres < symétrique > en и: 


Sturm-Liouville у’[0]=0, y'[K[a?]]-0 ,&^-1-a?,a?- «0.2 


— -A12-0.135971 
— -А=+5.24887 
и — -А=+17.7893 
— -A,2437 4971 
— -}5=+643717 


Pour la dépendance en v, l'intervalle de valeur de cette variable est borné en [vo K(6)] : 


aerer 


V€ [- K(B Lan M [vo +K(B)] 


Par le changement de variable z=dn°(v,6), l'intervalle devient [о?, dn^(vs6)] la fonction dn°(v,6) 
étant décroissante. La version algébrique de cette équation en у, en posant z-dn^(v,6), est la 


suivante : 
2. 4 1 z—À 
H H '(2)+ =0 
E z—1 ch €) ei) © 


z=dr"(v,B) et Bel. к(в) ze |? an (v. в) 


Il convient donc d'établir un développement de Fróbenius autour de la seule singularité de 
l'équation présente dans cet intervalle, ісі о? (pour la variable z). On a vu que d'après l'équation 
indicielle les deux développements de Fróbenius autour de a? sont de la forme : 


@ (z)= a (с-а?) @,(z)= 2-а? Y bz - a? Comme z-dn'(v,B) et dn’(v,B)-a° = fcm (v, B) 


j= 


8,(v)- 6, (v) Sae) 9,(2)= Ө (v)- env. B) b, B" cn" (v. B) 


j-0 


Il est donc clair que le premier développement correspond à des fonctions qui ne s'annulent pas sur 
le plan équatorial à la valeur v=+K(8) ои v--K(6). Ce développement ne peut donc être utilisé que 
pour les conditions aux limites symétriques sur les hémisphéres opposés. En revanche comme le 
deuxième développement s'annule sur le plan équatorial à la valeur v=+K(8) ou v--K(6), il convient 
aux conditions aux limites anti-symétriques. 


On s'assure rapidement que les conditions de continuité au passage du plan équatorial sont bien 
assurées : 


е NT | | .  de,(v) аә (у) 
Ө, (у)= 29487087 (v.g) Ee @,(v)= m 91 (") = а Em E ч EU ES 9 
S UN | аә (у . de,(v 
Rude en LE (v. 8) > E Өци)= Lim @,(v)=0 im. see) а Li, ic ab 


Les deux développements coincident avec la construction des deux fonctions de Heun autour de la 
singularité г=а=о? : 


Equation de Heun y" (z)4 É ° Le bre uc 


Autour de la singularité z = a 


y, (z) = HeunG SE 
a-l a-l a-l 


l-e Ge 
yas) =( 22) Hec Á EE I вваа о +1 e, B +1- =,2 zx] 
1 a-1 a-1 a-l a-1 


1/2 1 1 z—À 
"(2)+ H t (2 )я+ =0 
у") DE z—1 ch 2 secar 
К À „z z 1 1 
=] = = 
а=” q à a-p 7 y Ô =€ 2 


Autour de la singularité z = a 


oi o?-À 1111 a-z 
- HeunG ; 
y (z) eun (L 44H45) 
— 


Pres Sas а? 4q^-2-A,,3 1 a°-z 
dE a^-1 402—1) '"2'2'g^-1 


La récurrence sur les deux développements de l'équation de Heun autour de la singularité z=a se 
construisent ainsi : 


Premier développement 


Li P=an(y+n-1) = Q,=q+(n-)(y+n-2Va+1)+€+a6) R =Á(n-2+@)n-2+ B) 
Si y (z)= HeunGa,q, 6. B. y,ó:z]- DË Dua NT 
PET) b, 0 b, 1 b, n^ n-l n^ n-2 
P, 
Posons HeunG En peste) ya [e 
a-l a-l a-1] м \а-1 
Changement а < q SEH Y >3>E=>E>Y 
а-1 а-1 


ptr) s E n s 
а-1 a-l a-l 


Qc, R6, 
г Р 


п 


Récurrence sur c, 


C 


470 cC =l 
Deuxième développement 


Posons HeunG 2 x 7 Ai s) + apa 4 3 +] e, p +1-6,2 el GES 
a a- n=0 


< a-l a-l 1 a-l 
„a qa Etrie) аа-а 
Changement a-l а-1 a-l 
ã>ã+l-e fou y22-£2£y 


P, = "> (n+1-ë) R =-(п+@-1 г}, +B -1 e) 
FE 


n 


Récurrence sur d, o Hä) AL £) , afia 1," "ie ғ2а-1)+(а-1)у - aô) 
а-1 а-1 ái 
d 0 d, 1 d, Qd, , * Rd, , 
P. 


n 


Ce qui donne la récurrence pour les deux développements de Fróbenius des solutions de l'équation 
de Wangerin autour z-a? : 


Premier développement 


2 2 2 n=+œ À M => 
HeunG = RN RUM C ze C, = 2 avec а=а? q & = В Í y=1 =€ 
a? -1 402-1} 2222 2-1] £ "\ a?- 2 
2 2 2 2 
1 — À -1 -1 
P, 9-3.) r, --(n-3) белел Ee Ya? -1)4 ES | 
Récurrence sur c, 
с = 0 с =] c = Qe u +R c, > 
-1 0 n P, 
Deuxième développement 
2 2 2 = 2 e 
a 402 -2-A 3 1 a -z) < [G —-z À = > 1 
HeunG | LEE: = d avec a-a? = а = 1 =E 
= Даг -1) "^23 e] > (=) T 4 а 


ï 1 4a*-2-12 n-l 2-1 
p=— nnt| R = (Y Ost | noa? -1}+ 2 
P a? -1 2 de? A ei 2 
Récurrence sur d, 


d E Qd, * Rd, > 
s P 


n 


Voici le graphe des cinq premiëres fonctions < symétrique > en v: 


El ipticK| B^ | ü ei e " 


v0- У[мо]=1 , y [K[B2]]=0, £?-1-a?, а?=+0.2 


— -},=-0135971 
— -Aj- «5.24887 
— -}3=+17.7893 
— -№=+37.4971 
— -А=+64.3717 


0.5 1.0 15 2.0 
Si les conditions aux limites sont quelconques ` T(uv)- (и) T(u-vo)=f(u) la solution du 


problème de Dirichlet extérieur est la suivante par décomposition des parties paires et impaires : 


2 2 2 2 
ө.6.2,)- Hemd De 13 1,900.) 
a*—1'4(a*-1)2'2'2'2 a? —1 
Janv, B)- a? > Tu ЖЕ 
®_(v,2,)= = w e) É нато] R вы. м. p Io —dn el 


a? -17 4(o? -1) 77 27 27 a? -1 
)- _ ы 3025 = 


f. (u 


K(a) K(a) 
f. (u)H (u,2,) f (u)H (u,2,) 
du sn(u,a) du sn(u,a) 
E | B J1- dn? (u, аи? (v, В) B = | = 1-dn*(u,a)sn?(v., В) 
[аи sn(u XH. u. A, )Y [au sn(u,a XH Lu AU 


=T(u,v)= JI dr (ua). PLA AH sc. ел0) $42) na tc а 


Il se trouve que le logiciel Mathematica dispose de fonctions permettant la simulation d'une 
solution approchée des problèmes de Sturm-Liouville (utilisation d'une méthode éléments finis 
unidimensionnelle), de développements de Fróbenius et de l'implémentation des fonctions de Heun 
locales (celles correspondant aux développements de Fróbenius autour des diverses singularités de 
l'équation de Heun). Dans ce cadre de Mathematica, j'ai pu vérifier la construction des fonctions 
propres de Heun bi-analytiques pour le probléme de Sturm-Liouville en la comparant aux méthodes 
numériques proposées par Mathematica (NDEigensystem), tout comme les développements de 
Frobénius avec les méthodes numériques de résolution d'équations différentielles du second ordre 
(NDSolve), et l'implémentation de la solution locale de la fonction de Heun (HeunG). 


J'ai donc construit à l'aide de Mathematica, la solution du problème aux limites sur l'iso-surface en 
question, dans trois cas : la fonction limite est l'unité, la fonction limite présente un simple palier 
vers l'unité et la fonction limite un double palier vers l'unité. Les paliers sont choisis de manière à 
présenter sur l'iso-surface des zones bien nettes : 


Le graphe de la solution pour une fonction limite unité : 


1.0 


N 00 


o 


Le graphe de la solution pour une fonction limite simple palier : 


1.0} 


Le graphe de la solution pour une fonction limite double palier : 


1.0 


0.5 


-0.5 


-1.0 


Problème aux limites extérieur de Dirichlet en coordonnées Disk-Cyclide 


Rappelons quelques propriétés du système de coordonnées Disk-Cyclide qui nous sont utiles pour la 
compréhension de la géométrie du problème. 


Soit les coordonnées Disk-Cyclide : 


= ena, f) _ „_ en(u,œa)en(v. B) _ ç. 
Se jc dnd nih) Od dic a 1- dn/(u,a)sn (v, В) 

z/2 zi 
uel-K(a}+K(a)] уе [0+К(В)] aelo,i] ВЕ] a? «p? -1 K(a)= | de(i-a^si (9) " K(B)= | aoli- psi (ө) 


Е en(u, a )en(v, В) ks sn[u,a )dn(u,a)sn(v, B ant, В) | | 
E d 1- dn/(u,a)sn (v, B) 


T sa(u, a )dn(u,a )sntv, B antv, В) 


E 1- dn (u,a)sn (v, В) 
Inversion du systéme Disk-Cyclide vers les coordonnées cartésiennes 


Cela consiste à revenir aux coordonnées (u, v, «) connaissant les coordonnées cartésiennes (x,y,z). 
En tant que système de coordonnées de révolution, la détermination de l'angle azimutale @ est 
classique par le rapport y/x (et quelques corrections). Aussi suffit-il de se placer dans le plan des 
coordonnées polaires cylindriques (p,z) pour inverser les formules. Dans le plan polaire cylindrique, 
le systéme Disk-Cyclide posséde une formulation simple toujours due à Wangerin qui introduisit 
une fonction de révolution de la forme z+i p-f(u*iv) dont l'expression est également simple et 
l'inversion de la formule est alors triviale si l'on utilise la fonction de Jacobi, à savoir : 


u = Re(en”! (z + ір,а)) 
у= Ieren (2 + ір,а)) 


PENE EI СЕЗСЕ 
z +ip = cn(u+iv,a) 

Avec les expressions littérales de (p,z), on sait que chaque point de l'espace est l'intersection des 
deux iso-surfaces (ou courbes) définies par u et v. Ces deux iso-courbes p et v sont des quartiques 
dont les termes sont suffisamment compliqués pour ne pas les retranscrire ici. Mais écrivons-les 
sous la forme : 


E 4 3 2 E 
u = Cste > Au + B u` +C и +D,u+E, = 0 


2 2 

и = sn(u,a) v-sn(v, В) 
v = Cste > Аи +B u° +Cu + Du E, 20 

Les coefficients de la quartique sont uniquement fonctions de p,z, aussi si l'on dispose d'une 
résolution des racines des deux quartiques, on trouve respectivement les 4 racines de ces derniéres. 
II suffit alors de ne choisir que les racines réelles et appartenant à l'intervalle [0,1]. En général le 
choix des racines respectives de u et v est plus limités, et il suffit de rejouer les formules directes du 
systéme Disk-Cyclide pour déterminer univoquement les bonnes racines u et v. 


C'est le schéma général d'inversion, cependant il y a quelques cas limites des coordonnées qui 
doivent étre traités à part : il s'agit des points situés sur l'axe z et sur le plan équatorial. Et en 
général les cas limites sont trés intéressants du point de vue du comportement du systéme de 
coordonnées. 


Pour l'axe z, il y a deux cas limites : 


Premier cas 


г< 02.0022 | АРЕ 
а a! | В Z +y 


p-0 u = Signe(z)K(a) 


Deuxième cas 


= К 
пе 4,8) |" v) 
a a => рез" an DT 
p=0 az? +7? 


Pour le plan équatorial z=0, il y a deux cas limites, le premier cas lorsque le rayon р €[0, y] : 


у= 0 


do: H = Sendar 2a ett p=y => = +К(а) 
y 


Ce cas introduit par évidence une discontinuité dans la variable и qui effectue un saut 


u- sen (£a) , qu passage du plan équatorial. Le deuxième cas limite pour z=0 est constitué par 
5 
le cas р > y, alors nous avons : 


Е С ЖИК ЖЕЕ 
E ы rn m An GET Ж) 


Il est important de noter que le système de coordonnées Disk-cyclide introduit donc une 
discontinuité dans les valeurs de la coordonnée и lorsque du passage à travers le plan équatorial 
2=0 à l'intérieur du disque de rayon y, soit également lorsque la variable v=0. 


La conséquence immédiate de cette discontinuité de variable, nécessite le respect des conditions 
suivantes au passage dans cette zone de plan équatorial soit : 


H= H 
у= 


Tac = T(u,v) s 


OT(uv) ` | eT(uv) 
ЖА. 


H= M 
v=0 


Au passage de l'axe z en revanche, il n'y a pas de problème puisque les limites suivantes assurent 
la continuité des variables : 


À = = |=] = sn (1, 8) = K(B) Ex u = m -tsn "(1,a)=+K(a) 


Voici le graphe de contour, commenté des valeurs de la variable и: 


Voici le graphe de contour, commenté des valeurs de la variable v : 


Probléme aux limites électrostatique de Dirichlet en coordonnées Disk-Cyclide : iso-surface ,, = Lo 
au potentiel fixe y = у, sur les deux hémi-cyclides ou impaires у = +у, sur les deux hémi-cyclides 


Soit l'iso-surface Disk-Cyclide ` „ = „, deforme géométrique : 


1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 


Sans dépendance azimutale , les deux équations séparées se présentent sous la forme : 


T(u.v) - A1 - dn? (и,а вт? (у, B)H(u.)@(v) 


eH )_ sn( o )dn( ,a) oH( ) "E. Ss 
ч 20 5 + {sn (u,æ)-2}H(u)=0 
ENT a AIST, Lat, реф )=0 et ап?(у, В)+ В?»п?(и, В)=1 
o'e(v) sn(v, B)dn(v, £)sete ) = 
S) элын: + (s*sm"(v.8)-(1-a)Jo(r)=0 
Domaine extérieur u € [- Lo» Sé es intérieur ие [- K (a L- PAS) Lu, K (a )| 
v e[o. к(8)] v e[o. kill 


On rappelle que le domaine extérieur comporte une partie du disque central de rayon y sur le plan 
équatorial z=0, où la variable v s'annule. En effet pour les rayons appartenant à [0, y] sur le plan 
équatorial z=0, une partie du domaine extérieur intersecte le disque puisque y correspond à la 
valeur u-K(a) ou и=-К(а). En conséquence les conditions de continuité de la solution et de sa 
dérivée premiére doivent étre respectées : 


Rappelons également que la solution est construite à l'aide d'une fonction de séparation, comme 
suit : 


T(u.v) = AM - di^ (на? v, 8) (д,у)= 1-а (use) (v. B)H(u)@(v) 


Il en découle que la dérivée première selon u possède la forme suivante : 


OT(u,v) = и и) ôt(u,v) d a cn(u,a )sn(u, o )dn(u,a)sn° (у, Ви, у) 


ôu ôu ECHO? 


Il en découle qu'en v=0 : 
_ ôt(u,v) 
v=0 ди 


ôT(u,v) 


Dès lors que la fonction t(u,v) et partant H(u) est paire en u, alors les deux conditions de continuité 
sur la fonction et sa dérivée première seront alors assurées. 


Les équations algébriques correspondantes par les deux changements de variable suivant sont : 


гоа) Pee Ba o ye ve Zen 


d NEU x AD < = >B сү EE з. 
Z=cn (v,B)= y (z)+ E ! == | ! Eh )- а аз SCH )=0 


Mais се n'est pas la forme la plus commode pour ипе identification avec l'équation de Heun. Еп 
revanche nous connaissons la forme Jacobienne elliptique de l'équation de Heun : 


z 2-1 | 1 
з z(z-1) z- 


z=sn"(x,a) у+б+в=@+ +1 


> Шу peres a Jdn(x,œ) (28 res canc a) (2 ele 


t рдо? Mn. 2 2 =0 
ax sn(x,a cn(x,a) айба) е зп (х,а) ab) 


Cela donne pour la première équation en и: 


8-1 4GB-1 4a3"q=2 у+6б+Е=2=@+В+15@а=р : х= ш у(х)= H(u) 


| {a°sn°(u,a)-A}H(u)= 0 


y 
d H(u) sn(u,o)dn(u,a) 0H(u) 
) Ou 


honte bo OR 


42(2 E az -1 


Et pour la deuxième équation en v : 


£=- ó=l 4àB=1 4ffg-1-A у+б+в=2=@+Й+15й=Й8 - x=v у(х)=Ө(у) 


Pie 
Ce) sv. B)dn(v. B) 296v) (өз р, а, зәл 
ду? сп(у, В) ду 8 (v. B) À (jot 0 
scil 


vice Hl, bo 0 дно 


2]z 2—1 B°z-1 4z(z-1)(B?z-1 


Le problème aux limites de Sturm-Liouville concernant l'équation en v se présente sous deux 
formes. Et les développements de la fonction en u leurs seront liés selon les conditions aux limites 
symétriques (paires) ou anti-symétriques (impaires) de part et d'autres des deux hémi-cyclides. 
Aussi n'y-a-t-il selon toute vraisemblance que deux problèmes de Sturm-Liouville : 


ev) _ suv. B)dn(v, B) 98V) | (5; 2C, в) Afen 


ду? cn(v, В) ôv ` 
SE) ео o (jJ, =0 
v v=0 
у є[0,К(8)]>©(у) paire impaire 400 (v) 
ó@ (v) б = = 0 
SC Log V Tv=Kk(p) 


Soit en version algébrique : 


iw) oo] P yg 08 art 


z z-l B?z-1 


2 
4z(z-1)(8*z-1)y"(z)+2z(z-1)(8?z y uat e - Bz y(z)= (L- A)y(2) 
=> 229 =0 ».()., E 
y(z) paire 3 SCH у(=) impaire y (z) i Posons Ç -1-4À 
= SN Oz Е 
Oz |; 2=1 


La relation d'orthogonalité et la norme des fonctions propres s'écrivent : 
K(B) 3 K(B) 
А #А„= [dven(v.B)e.(v.A4)8.(v.42) 0 — |J8.(. A, = [av cnv, ВФ, (v. A, )Y 
0 0 


Et la relation d'orthogonalité et la norme en version algébrique s'écrivent : 


A ZA > EE |у: (2,2, оа? 


Pour les fonctions propres paires, on applique le schéma de Heun avec le jeu de paramëtres 
originale à l'équation de Heun algébrique, sans transformation F-homotopique, ni transformation 


homographique : 
а, =Œ В, В y,-y б„=б E,=E а, =а q,=q 
sd | 1 z 1 1 1 
2)= > с, 2! à ó-l = a 
у, (=) 2 i XR be. Ж 
~ 1 1 1 1 1 
> G, 2 B, 2 Ï n 2 ô, =l &, 2 а, В? q =q À 48°4 48°, 
Ò, R 0 Ou NS | 
` +1)2j +1 X 
R; SH, t Vy, t j)= у c ) À Q R 0 0. 
Gate 0 "s 0 0 
m .2j+ Ss 
Q = nu 14 y, Xa, t 1)4 Ent а,б,}= О, EE 28° 2 M- 0 Pa Qa Ra 0 .- 
0 P, О, R O0 
e | | `> ) (2; ES 1) J 9, + J 
Ваал 0 Pa Qu Ra 
n croissant — convergence suffisante des premiéres valeurs propres (tri croissant des valeurs) 
q,, valeurs propres de M et А, =48 "ds c,, vecteurs propres de M 


Voici les jeux des 8 premiéres valeurs propres obtenues (changement de signe) avec diverses 
valeurs du paramétre a : 


2 

a! À À À № Às Ae A- Ae 

0.2 -0.341134900 | 2.54012719706 | 9.31725445517 | 19.9716645026 | 34.5002963914 | 52.9036555285 | 75.1844467425 | 101.355359081 
68635277 76738 3966 14253 3619 79485 1734 25767 

0.3 -0.282704402 | 3.12990442773 | 11.1490337371 | 23.7523448877 | 40.9383924319 | 62.7072875993 | 89.0590686570 | 119.993754843 
63092084 00196 71946 29034 1723 5628 0511 65054 

0.4 -0.232415750 | 3.63967495397 | 12.7282120726 | 27.0104264396 | 46.4858610730 | 71.1546463410 | 101.016820217 | 136.072396502 
31975015 52222 1365 96513 27095 0266 49889 61582 

0.5 -0.187172075 | 4.09910508244 | 14.1484913218 | 29.9397382099 | 51.4729558541 | 78.7482729922 | 111.765725176 | 150.525325244 
87795134 9239 42421 2037 9105 3291 35313 89237 

0.6 -0.145444223 | 4.52308676811 | 15.4569158751 | 32.6376054474 | 56.0655516599 | 85.7408700252 | 121.663591675 | 163.833727799 
52571398 9325 83569 03864 1473 9582 08975 67374 

0.7 -0.106346907 | 4.92034397561 | 16.6810448629 | 35.1610454040 | 60.3608291853 | 92.2804907684 | 130.920055288 | 176.279531746 
59625298 4946 85093 37424 7551 4759 7924 7313 

0.8 -0.069314066 | 5.29650561713 | 17.8386584614 | 37.5468452158 | 64.4214906909 | 98.4626626223 | 139.670378842 | 188.044645714 
30430391 5519 74868 8482 2775 928 14432 2778 

0.9 -0.033958111 | 5.65545379035 | 18.9420174688 | 39.8203733896 | 68.2907768342 | 104.353263824 | 148.007843768 | 199.254520012 
51463877 57165 5442 46115 2153 49267 09847 5054 


Pour les fonctions propres impaires, on applique le schéma de Heun avec le jeu de paramètres 
originale à l'équation de Heun algébrique, sans transformation homographique, mais avec une 
transformation F-homotopique qui annule la fonction en z=0 , soit : 


y„(z)= 


Ј=+0 
Ј 
Ус: 
j-0 


К, =а,(} t LI? t j)= 


--jiG Ve y, Xa, + 


9, 


P =(j-1+@, 1+8, = 7 


Gin valeurs propres de М et 21, = AB ann -6- в?) 


а B | y : б=1 = l 
2 2 2 2 В 
Е L, 3 1 1 
>а,=1 В, =1 у, 5 6, =l &,=7 a, B 
0, R, 0 
i+1)(2j+3 ^) 
(j №) ) P Ò R 0 0 
2p 0 
= JjQje3) v. А 
1+2, lä -LH ун) M= 0 Pa О Ra 0 
0 P Ò R, 
Pa бы 


n croissant — convergence suffisante des premières valeurs propres (tri croissant des valeurs) 


c,, vecteurs propres de M 


jn 


d, =а+1-у В, =В+1-у y,"2-y ô =Ó &== a,-a q, q* (a6 - eX1- y) 


Voici les jeux des 8 premiéres valeurs propres obtenues avec diverses valeurs du paramétre a : 


2 

а "Au -№ -À3 -№ -Às -№ -À; -Às 

0.2 0.57596685346 | 5.44201049444 | 14.1601649331 | 26.7516863629 | 43.2175340216 | 63.5588075790 | 87.7809718153 | 115.907504433 
49891 5679 0065 98353 0127 3741 6047 13996 

0.3 0.81727597853 | 6.56544567749 | 16.8778536687 | 31.7725170030 | 51.2499807918 | 75.3103160890 | 103.953546807 | 137.179694497 
92689 132 11296 89813 1169 4276 98158 5878 

0.4 1.02638789770 | 7.53426683245 | 19.2201818378 | 36.0989793401 | 58.1710815797 | 85.4365585614 | 117.895432581 | 155.547712565 
8892 74475 14213 7476 94425 5654 48396 1963 

0.5 1.21524268528 | 8.40589159340 | 21.3263853243 | 39.9885887524 | 64.3928488929 | 94.5392311404 | 130.427756281 | 172.058432606 
80052 3155 37497 4166 92 09 92854 6227 

0.6 1.38983103562 | 9.20912573564 | 23.2663693553 | 43.5706606871 | 70.1222866110 | 102.921304512 | 141.967732542 | 187.261577917 
03825 1287 3785 85146 792 31382 48774 1302 

0.7 1.55366148017 | 9.96083517305 | 25.0810853451 | 46.9209555262 | 75.4806730593 | 110.760284415 | 152.759804215 | 201.479238258 
9628 819 84125 1135 4211 15534 95455 7584 

0.8 1.70899752436 | 10.6718969051 | 26.7969539697 | 50.0883542486 | 80.5462592928 | 118.170702168 | 162.961693228 | 214.919236567 
89792 8412 58725 53694 0193 26006 07083 1137 

0.9 1.85740018245 | 11.3498091359 | 28.4321945535 | 53.1065657800 | 85.3730090641 | 125.231541899 | 172.682169737 | 227.724894731 
94475 60173 69303 8282 1586 28897 87048 7871 


Voici le graphe des cinq premières fonctions propres < paires » en v du problème de Sturm- 
Liouville : 


À 
N 


h 
) 


Sturm-Liouville y'[0]=0, у’ [K[S*]]=0 ‚ B =1-a?.a*=+0.2 


6r 


— A,=-0.341135 
— Ao=+2.54013 
у = А=+9.31725 
— A424 19.9717 
— }5=+34 5002 


Pour ce qui est de la fonction en u, concernant la version algébrique, il s'agit du développement de 
solution autour de la singularité z=0, pour lequel on fixe les conditions aux limites selon la parité 
des fonctions еп и recherchées : 


1 ~ y 1 À 1-6 1 
Parametres de Неип £ ô=] а a- 
4 2 À 2 T 493 да? a? 


z-sn'(u,a) 


viel, AE БЕ с ро 


2-1 a°z-1 z -Mo?z-1 


Domaine extérieur u є [= ш ES ze É 20,20 = si'(u,,a) 
Conditions aux limites paires y (0)2 0 y(z,)=1 
Conditions aux limites impaires  y(0)2 0 y(z,)=1 


Soit donc des développements similaires à ceux évoqués dans le probléme électrostatique sur le 
système Bi-Cyclide qui d'après l'équation indicielle ont la forme suivante, qui justement présentent 
les conditions de parité requise : 


H(z)-Jz* ag! — Hyz)- V b! 
j-0 j-0 


TW ON de 


j=% 
sn(u,a)S `a sn" (u,a) 
H (u) ER j-0 I 
= = | 
Un) Zheng) 


Hu) sn(u,, a) a sn" (u,,a) 
7—0 


Comme z=sn*(u,a)=> Н (и)= 


+ 


La solution paire en u assurent les deux conditions de continuité au passage du plan équatorial sur 
le disque de rayon inférieur à y. Pour la solution impaire les conditions au passage du plan 
équatorial sont assurées par l'annulation de la fonction propre en v : 


@(0)=0 = Ten 


ө(о)° ш) =0 


v=0 ди 


Pour les deux développements de Frobënius, il s'agit des solutions suivantes de l'équation de Heun : 


n=+00 


Première solution y, (z) = HeunG(a, q,&,B, 7,0; z)= Scb 


P, = an(y ^ n-1) Q,=q+(n-1{{y+n-2\a+1)+e+aô} = R, =n 2+&)\n 2+B) 


Récurrence sur b, b .+R b 
b, = 0 b, =1 b, = п п-і п п-2 
Р, 
Deuxième solution y, (z)= gt ` HeunGla,q =+аб), В у+Ьа-у+12-у,5; z)= z" "Усы" 
п=0 
P=an(i-y+n)  Q,=q+(n-7Nn-1{a+1)+e+aë8} Е, = (n y +B 1л y +a 
Récurrence sur c, R 
c,=0 c =l — 462 a 
l 5 d р ; 1 A 1-6 > 1 
Avec les paramètres de Heun suivants : q} = q- 2 B у=в= Sei 
a? 40? 4a? 2 


La récurrence à trois termes des fonctions de Heun permet une construction plus lisible des 
solutions de Fróbenius et également beaucoup plus rapide : 


l fie = 1 
Р ètres de Hi = = = = == ô =1 
aramétres de Heun а Si q a EA B Y S 
A 111 1 1-6 111 AY 
Solution paire HeunG 5 ,=,=,=,[2 |= HeunG ; ;= == Дош |/= > bz" 
paire уз) EREE ) E LS 


n l 3Y 1-6 pure" 1 
P =—I|n—— R,--|n-— = +(n-1K| n 
и A d " 4 J о, 4a? ( d d a? J 


Récurrence sur b, 


b Rb 
b, = 0 b, =] b, = Qb, +R bra 
Р, 
1 2+1+a° 1 3- 2 AUD 
Solution impaire y, (z)= VzHeunG 5 s SE 1,1, x z |= VzHeunG 7 3 2 L2 1,1, 2 2 |= Ae Der 
a 4a 2. a 4a 2 SCH 
1 1- 1 Le"? 
(1) Acht o,= Se n-i te 
I а 2 4а 2 а 2 
Récurrence sur c, 
Ee co EO 2 


C, 
P 


n 


Voici le graphe des cinq premières fonctions en u pour une condition aux limites paires : 


Elliptic K 
Uo=® 


=] 10120 уш]=1‚ £-1-a? 


1.0L 


a<=+02 


1 


1 A A A A L A 
-1.0 -0.5 L 0.5 


1.0 


р 


À12 — 0.341135 
À=+ 2.54013 
— Аз=+9.31725 
— A424 19.9717 
Ae 34.5002 


Compte tenu de ce qui précéde, de la construction des valeurs et fonctions propres en v et de la 


fonction de Heun en и, il vient une solution de la forme : 


S HEN Ach 
Ç„ 71-4, n ЛИ 


RSC pe) ‘fa, с.В) Ө) 
° J- p (да а (v. B) 0 ) 


(LE v. B)@? :(v,6,) 


нато 1.1255 petia) Hemd 1, = ил LL 2 sn (wa) 
T(u,v)= ал? (и, авт? (v,B)5` 4, Е a 0,(v.6,)+B, z ө (v,c,) 
| Hemo, 1-6„ 11.1 1; sn? (и 2) 7 нешс 3-6, на" 1123 L;sn (u.a) 
a 4a? MA 0 22 4a? ZEE 0€ 


Il se trouve que le logiciel Mathematica dispose de fonctions permettant la simulation d'une 
solution approchée des problèmes de Sturm-Liouville (utilisation d'une méthode éléments finis 
unidimensionnelle), de développements de Егӧрепіиѕ et de l'implémentation des fonctions de Heun 
locales (celles correspondant aux développements de Fróbenius autour des diverses singularités de 


l'équation de Heun). 


Dans ce cadre de Mathematica, j'ai pu vérifier la construction des fonctions propres de Heun bi- 
analytiques pour le probléme de Sturm-Liouville en la comparant aux méthodes numériques 
proposées par Mathematica (NDEigensystem), tout comme les développements de Frobénius avec 
les méthodes numériques de résolution d'équations différentielles du second ordre (NDSolve), et 


l'implémentation de la solution locale de la fonction de Heun (HeunG). 


J'ai donc construit à l'aide de Mathematica, la solution du problème aux limites sur l'iso-surface en 
question, dans trois cas : la fonction limite est l'unité, la fonction limite présente un simple palier 


vers l'unité et la fonction limite un double palier vers l'unité. Les paliers sont choisis de manière à 
présenter sur l'iso-surface des zones bien nettes : 


Le graphe de la solution pour une fonction limite unité : 
AL 


N 


Le graphe de la solution pour une fonction limite simple palier : 


N 


Le graphe de la solution pour une fonction limite double palier : 


T т т т т 


Probléme aux limites électrostatique de Dirichlet en coordonnées Disk-Cyclide : iso-surface y = +v, 
au potentiel fixe y = +y, 


II s'agit d'une iso-surface de forme géométrique suivante : 


Il est important de noter que la variable v s'annule sur tout le plan équatorial, il n'y a donc pas de 
probléme de discontinuité de variable, comme dans le cas du systéme Flat-Ring Cyclide. 


Sans dépendance azimutale , les deux équations séparées se présentent sous la forme : 


9°Н(и) sn(u,a)dn(u,a) oH(u) " 
EEN 
olv) sn(v.B)antv. B) Gët) - 
ov? cn(v, В) ES + (s? sn*(v, B)-(1- a)je(v)=0 
Domaine extérieur v € [- K(B lv, lu [vo ‚К (8 )] nee intérieur v € [- Vo Vol 
u e [o K(a)] u e [o. K(a)] 


D'aprés l'identification avec l'équation de Heun sous forme algébrique et jacobienne elliptique, les 
équation algébriques sont : 


" 1/1 2 a? А a°z—À 
z 7 51? (u,a) > y (2)+ EE E 4z(z — 2 E y(z)=0 


n T «s roii 2. „Ë pre) me Dy Gu 


z 2-1 Bz-1 4Az(z - 18? 1 


Le domaine extérieur exclu la valeur v=0 explicitement. La partie du disque central de rayon y sur le 
plan équatorial 2=0 y est donc en dehors. En conséquence il n'y a aucune contrainte 
supplémentaire dans les conditions de continuité de la solution et de sa dérivée premiére à son 
passage. 


Le probléme aux limites de Sturm-Liouville concernant l'équation en и se présente également sous 
deux formes selon que l'on envisage une condition aux limites symétrique ou anti-symétrique de 


part et d'autres des deux hémi-cyclides „ _ +, : 


d H(u) sn(u.o )dn(u, o.) 3H (u) | 


ди? cn(u,a) ди 
ОН 
a =0 Н(и) , «0 
ие Kt) kt] ail paire | ` Hu) impare (они), 
u ENE 
ди 0 CH u-K(a) 
u-K(a) 
Soit en version algébrique en posant z-sn^(u,a) : 
1 2 ? 
4z(z 1022 Пу" (z) 22(2 Wa?z J: H SS H Apo Loi: y(z)= Ay(z) 
д 
Е Е 0 y). ú 0 
. z=0 . . 
y(z) paire oy) »(z) impaire a(z) E 
02 |; @2 ln 


La relation d'orthogonalité et la norme des fonctions propres, ainsi que pour la version algébrique 


s'écrivent : 


K(a) 


А = 1⁄ > [ау en(u, o )H(u., A, )H (u, 4, ) - 0 


f dz 2 Í dz 
А A, > | | yiz A )у(2,4,)= 0 le, Ah = | = = =. 
1 2 [= Heg ( À) ( „) | ( JI = N az 


[Н (и, А„) 


(= { 7 en(u, o KH (u, A, )) 


Letz, A, IP 


Pour les fonctions propres « symétriques », on applique le schéma de Heun avec le jeu de 
paramètres originale à l'équation de Heun algébrique, sans transformation F-homotopique, ni 


transformation homographique : 


а, = G B, B y,-y Ó, =Ó E,=E a,-a q,=q 
JE ; = l1 1 1 1 
2)= У с, 2! а б=1 £=- a=— 
zl en 2 P 7 2 2 a? 
"ENT 1 l l 2 , 
? а, 2 B, 2 Уһ 2 ó,-l е, 2 а, Ет 4. =94 А, = 404 = 40, 
аур Ô, в 0 0 
р Aa +123 +1 = 
R; =a,(j H 10у, + j)= 75 P О, R 0 5e 0 
T 0 ... ge 0 
Mf 29 А + : => 
О, = iG 14 y, a, t 1)+ £,3 a,ó,J= Q = j 2 2 -p M- 0 Pi О, К, 0 
2а у | [e 
P. а R. 
ia, nj B) (2j «1? 9 A s 
REU Lea =E 0 P, Do 


q,, valeurs propres de M et 1, =40°4,, 


Cjn 


n croissant — convergence suffisante des premières valeurs propres (tri croissant des valeurs) 


M 


vecteurs propres de 


Voici les jeux des 8 premiëres valeurs propres obtenues (changement de signe) avec diverses 
valeurs du paramètre a : 


2 

а "Au -№ -№ -№ -Às -№ -À; -Às 

0.2 -0.069314066 | 5.29650561713 | 17.8386584614 | 37.5468452158 | 64.4214906909 | 98.4626626223 | 139.670378842 | 188.044645714 
30430387 5489 74978 8476 2943 8736 15057 27346 

0.3 -0.106346907 | 4.92034397561 | 16.6810448629 | 35.1610454040 | 60.3608291853 | 92.2804907684 | 130.920055288 | 176.279531746 
59625298 4946 85093 37424 7551 4759 7924 7313 

0.4 -0.145444223 | 4.52308676814 | 15.4569158751 | 32.6376054474 | 56.0655516599 | 85.7408700252 | 121.663591675 | 163.833727799 
5548882 2256 78304 23105 3845 8738 08459 67704 

0.5 -0.187172075 | 4.09910508247 | 14.1484913218 | 29.9397382099 | 51.4729558542 | 78.7482729922 | 111.765725176 | 150.525325244 
878606 1314 47725 05375 14945 3207 37051 87052 

0.6 -0.232415750 | 3.63967495397 | 12.7282120726 | 27.0104264396 | 46.4858610730 | 71.1546463410 | 101.016820217 | 136.072396502 
31975015 52222 1365 96513 27095 0266 49889 61582 

0.7 -0.282704402 | 3.12990442773 | 11.1490337371 | 23.7523448877 | 40.9383924319 | 62.7072875993 | 89.0590686570 | 119.993754843 
63092084 00196 71946 29034 1723 5628 0511 65054 

0.8 -0.341134900 | 2.54012719706 | 9.31725445517 | 19.9716645026 | 34.5002963914 | 52.9036555285 | 75.1844467425 | 101.355359081 
68635277 76738 3966 14253 3619 79485 1734 25767 

0.9 -0.416230870 | 1.79108545842 | 6.98581584846 | 15.1792583306 | 26.4419635351 | 40.9852654695 | 59.2087194202 | 81.6483299488 
12919163 0727 0467 73044 35116 5066 59904 4871 


Pour les fonctions propres « anti-symétriques », on applique le schéma de Heun avec le jeu de 
paramètres originale à l'équation de Heun algébrique, sans transformation homographique, mais 
avec une transformation F-homotopique qui annule la fonction en z=0 , soit : 


y„(z)= 


R; =a,(j | Vy, | j)= 


9, 


q,, valeurs propres de M et А, = 4a^q, , - (2 + a?) 


C 


jn 


n croissant — convergence suffisante des premières valeurs propres (tri croissant des valeurs) 


vecteurs propres de M 


а, =@+1-у В,=В+1-у y,-2-y 6,=6 së a,-a 9,=9+(а6+е)@-у) 
; da, Ï ге 1 1 1 
Her [04 2 p a LA 2 ô Та 5 T 
»à,-1 B,=1 y, ` ó, =1 E, a, =— 4,744 Drei А, =4a"q 4a?q, -(2+a?) 
fen R 0 um 327.0 ues | 
(3*3) P O R 0 ф ыз 
2a? 0 0 0 
rs E =x __ 2/43 y, 1 A 
nu Vey, Ха, +1)+ €, а‚б,}= Q, 20? DIER M= 0 Pa Qa Ra 0 .. 
"NS E V 0 P Ò R O0 
P,-(j-1- G1 B, ]- Л ES E 
j H ) 0 Pj Qa Ru 


Voici les jeux des 8 premières valeurs propres obtenues avec diverses valeurs du paramètre a : 


2 

a! hu №, À А. À Ae A- Ae 

0.2 1.70899752436 | 10.6718969051 | 26.7969539697 | 50.0883542486 | 80.5462592928 | 118.170702168 | 162.961693228 | 214.919236567 
89781 8413 58874 5357 0134 26211 06696 10898 

0.3 1.55366148017 | 9.96083517305 | 25.0810853451 | 46.9209555262 | 75.4806730593 | 110.760284415 | 152.759804215 | 201.479238258 
9628 819 84125 1135 4211 15534 95455 7584 

0.4 1.38983103561 | 9.20912573564 | 23.2663693553 | 43.5706606871 | 70.1222866110 | 102.921304512 | 141.967732542 | 187.261577917 
79449 973 3475 9055 8537 31755 52332 0985 

0.5 1.21524268528 | 8.40589159341 | 21.3263853243 | 39.9885887524 | 64.3928488930 | 94.5392311404 | 130.427756281 | 172.058432606 
69493 232 42045 423 095 113 9483 62851 

0.6 1.02638789770 | 7.53426683245 | 19.2201818378 | 36.0989793401 | 58.1710815797 | 85.4365585614 | 117.895432581 | 155.547712565 
8892 74475 14213 7476 94425 5654 48396 1963 

0.7 0.81727597853 | 6.56544567749 | 16.8778536687 | 31.7725170030 | 51.2499807918 | 75.3103160890 | 103.953546807 | 137.179694497 
92689 132 11296 89813 1169 4276 98158 5878 

0.8 0.57596685346 | 5.44201049444 | 14.1601649331 | 26.7516863629 | 43.2175340216 | 63.5588075790 | 87.7809718153 | 115.907504433 
49891 5679 0065 98353 0127 3741 6047 13996 

0.9 0.27045380220 | 4.01104599702 | 10.7050634566 | 20.4146344316 | 33.2702301900 | 49.5690236683 | 69.7853405041 | 94.4771242187 
240656 5047 73289 1067 5123 2829 9779 7895 


Voici le graphe des cinq premiéres fonctions propres < symétriques > en u pour le probléme de 
Sturm-Liouville : 


Sturm-Liouville y' [0]-0, y'[K[a?]]-0 ,&^-1-a?,a?- « 0.2 


11 
+ 
№ 


T 


-À= - 0.0693141 
-Ào= + 5.29651 
-Аз= + 17.8387 
-À4= 437.5468 
-А5=+64.4215 


Pour се qui est de la fonction еп v, concernant la version algébrique, il s'agit du développement de 
solutions autour de la singularité z=1 : 


Paramètres de Heun y =€ 


дов 1 1-4 _ 1 
z Ô B 2 AB? E 
2 В Vary. Pz-(-4) Е 
E z-l 8°2—1 eh te: ll j 
= ze А = sn? (v,, Bi] 


Soit donc des développements autour de la singularité z=1 qui d'après l'équation indicielle ont la 
forme : 


rl)=La(-2Y  ›(@=гов@-)›(Е)+ De (1-2) 


j=% 


> асп?! (v. B) 


Comme == sn? (v,B)— Ө(у)= ylz) _ = 
Уи (zo) Y. a en" (v. В) 


dont nous ne devons donc retenir que la solution réguliëre en z=1 , soit la premiëre solution. 


II s'agit donc de la solution suivante de l'équation de Heun : 


ПЕ 


y, (2)= HeunG{L- a, ap - q.à.f.,6,y1-2)= D b, -zy 
n=0 


P.=(1-a)n(S$+n-1)  Q,-àf-q-(n-1(8-n-22-a)ee*ay) В, =(n-2+@)n-2+B) 


Récurrence sur b, b +Rb 
b, = 0 b, =] b, — cnn п п-2, 
Р, 
3 1 ; 1 1-2 2 x 1 1 
Avec les paramètres de Heun suivants : а= > q= &= 8 = у=в=— б=1 
48 2 2 


La récurrence Q trois termes des fonctions de Heun permet une construction des solutions de 
Fróbenius plus lisible et également beaucoup plus rapide : 


, 1 Ger E 
Paramètres de Heun а= = a = В = 


B? q Ap? 


2 п=+о0 
Solution y (2) Heund| Etre er == Нек ar oco. d Ed TE) 


HE ABD DD p" 48° MEN 


poa в ai "ELS (2n Ur 11-26?) 
2 4p 


Récurrence sur b, 
b, E 0 b, = 1 b, = „ba + Rb, , 
P 


n 


Voici le graphe des cinq premiëres fonctions en v pour une condition aux limites < symétriques > : 


W Elliptick| 82] = > з = Е = 
v0= 7 , Y[Vo]=1 , УКВ ]=0, B°=1-a°, a°=-+02 


— -Аү=-0.0693141 
— -А›=+5.29651 
— -}3=+17.8387 
= -A,- 437.5468 
— -AÀs- «64.4215 


0.5 1.0 1.5 2.0 


Compte tenu de ce qui précéde, de la construction des valeurs et fonctions propres en u et de la 
fonction de Heun en v, il vient une solution de la forme : 


DA нато] T D b Lil si'(v, 2) /,(и)= AU) AC) fu) = 209-20) 
q ns PIGA) P NS 
4 - | du | i EFT тюзю ңүл Ө = | uy | i Let T 
Í du en(u,a (H, (и, | du en(u, o XH. (и, х) 


TG) d Qu) BY ан (ад 39а) ви (а еб) 


Il se trouve que le logiciel Mathematica dispose de fonctions permettant la simulation d'une 
solution approchée des problèmes de Sturm-Liouville (utilisation d'une méthode éléments finis 
unidimensionnelle), de développements de Fróbenius et de l'implémentation des fonctions de Heun 
locales (celles correspondant aux développements de Fróbenius autour des diverses singularités de 
l'équation de Heun). 


Dans ce cadre de Mathematica, j'ai pu vérifier la construction des fonctions propres de Heun bi- 
analytiques pour le probléme de Sturm-Liouville en la comparant aux méthodes numériques 
proposées par Mathematica (NDEigensystem), tout comme les développements de Frobénius avec 
les méthodes numériques de résolution d'équations différentielles du second ordre (NDSolve), et 
l'implémentation de la solution locale de la fonction de Heun (HeunG). 


J'ai donc construit à l'aide de Mathematica, la solution du problème aux limites sur l'iso-surface en 
question, dans trois cas : la fonction limite est l'unité, la fonction limite présente un simple palier 
vers l'unité et la fonction limite un double palier vers l'unité. Les paliers sont choisis de manière à 
présenter sur l'iso-surface des zones bien nettes : 


Le graphe de la solution pour une fonction limite unité : 


N 


Le graphe de la solution pour une fonction limite simple palier : 


10F , 


м 00r 


-10k 


-2 -1 0 1 2 


Le graphe de la solution pour une fonction limite double palier : 


10 H ы Т T 


Systëme de coordonnées <Cap-Cyclide > 


Voici une représentation de deux iso-surfaces orthogonales de ce systëme de coordonnées, l'une 
sous forme d'un anneau dissymétrique largement évasé (u=cste) et les deux autres formant 
bouchon et fermant les deux cols du vase ainsi formé (v=cste) : 


C'est un système de coordonnées orthogonales dont la fonction de révolution est donnée par la 
formule suivante : 


C=u+iv p+iz= g(¿)= 


f 1 | :)- 201-8 т.а). 
y 2iy 1-iVa sn(c,o) 


ome n 


Va sn(£,a)+i 2 
/(&)= z *ip - ig(c) лум) 
uch, Kiel  ve[-k(8).k(8] A= J1-o2 


Cette fonction de révolution vérifie l'équation différentielle non linéaire de Renée Lagrange : 


(XD) =a f*'(6)+b f*(6)+c f*(6)+d f(6)+ e 


Avec les paramètres suivants : 


дыре заа meer (LL) 


2y 1- ida sn(Ç,aœ) dé 
_ Y'(-ay EE së a(1+a) 
a 2 167° 


) -af Cb Re fna ее 


b=d=0 


a 


La fonction de révolution suivante est également solution de l'équation de Renée Lagrange : 


Va 1+i6`/a sn(¿ ,z) 
2y 1-i6Va sn(£,a) 


g(G)=z+ip = avec 5 =1 


dec) _ 4 2 _ rs dE =i _ ба à ES a g 2, 
(же | =ag (¿)+c g (¿)+e a= z IEN с= = |1 т e= 167? 1+а 4 


Avec le cas 6?=1, on retrouve le système Cap-Cyclide. Avec le cas 6?=-1, le système obtenu пе 
semble pas conduire à une solution R-Séparable de l'équation de Laplace. De même l'interversion 
de p et z (permise par le fait que b-d-0 dans l'équation de René Lagrange), soit la rotation de 90° 
dans le plan méridien, ne semble également pas conduire à un système R-Séparable pour 
l'équation de Laplace. 


Le systëme de coordonnées s'écrit en variable p, z du plan méridien : 


1+ivVa sn(Ç,aœ) 
1- ia sn(Ç ol 


Va 


2y 


f(£)oz*ip- 


| 


A(u,v)= 1— Чт? (м, м зп? (у, B) 


о s» [39 


DA 


а 


J Go SEH 
У 


+cn(u,a)dn(u,a)sn(v, 


1-а ЖЭ 
1+iVa mum 


DEEN 


_ /@)-/@) _ а sn(u,a)dn(v, B)A(u,v) _ sn(u,a)dn(v, B)A(u,v) 


J а? +В? =1 а, В e [0,1] 


пиу) = Y) (sn Qu eran, В) + en ода (иот? Ben В)) 


_ Aix) 


sn( u,a )dn(v, B) 


R 2i 


ЛС) С) avatI(u,v) | 


y œ E(u,v) 


Vell(u,v) 


z 
2ya E(u,v) 


vel[-k(8)k(8) 


2 


u e [0, K(a) 


2y E(u,v) 


EREM 


y E(u,v) 


y E(u,v) 
ТЕ МаП(и,у) 
2y E(u,v) 


Remarque : la fonction de révolution ne possède pas Іа propriété miroir de la plupart des fonctions 
e révolution utilisé dans les autres systèmes de coordonnées orthogonales, à savoir : 7[7 ; 
d Ове gongies, f€)- fe) 


En effet : 


li Ja sn(Ç.a) 
l-iva sn(Ç.aœ) 


f(c)= 8 


2у 


| 


2e 


Va 


1- ida ѕп(с,о) 


| 


SE 


1+iVa sn(c a) 


ЗЕЕ 


Voici la recette pour trouver les équations R-séparées де l'équation de Laplace d'après la fonction 
de révolution (dans le cas où cette fonction n'a pas la propriété miroir) et la fonction de 


f(u+iv)-f{u+iv) 


séparation : 


Supposons R(u,v) telle que 


Par intégration calcul de 


pR'(u,v)- 


F (u) et Е,(у) 


eldun(u) fav Pv) 


avec p= 


2i 


| . = y(u)+ (и) ауес Ap -(2) (2) = f'(u+iv)f'(u+iv) 
upposons que 
f'(u+iv)f'(u=+iv) _ m 
ETE z (u) zv) 
E днб) -о 
Alors 
290) 998. ane )+ HI. SH. Aert 


Ici la fonction de séparation est définie par l'expression : 


Be _ Maur) 
ки) |809) Comme p= AXE) sn ant, f) 


=> pR'(u,v)- sn(u,œ)dn(v, B) = bau Fu) Jav 0) 


F(u)= dLog(sn(u,a)) _ сп(и,а)ап(и,а) 
N COR EE 
dLog(dn(v, B 2 сп(у, B )sn(v , B 
о. = 


Il reste à prouver que : 


f'(u+iv)f'(u+iv) а AC 2 2 1 d m) 
Ci) Ge) x (u)+ x.t) 4 Ua + dn (v, B) 


On sait que : 


E n _ _ LABES (sn(z el. т,“ 

SE 2 oy y? (ie sn(£,a) (ia sn ol i 
(rs iE спс a )dn(£,a) =a. - 26 en(£ ,a )ап(с ,a )сп\с „а ant£ o 
d ©) y (ia sn(Ç eil d ОГО) y? (ia sn(Ç e (1+ ia та} 
- X) = en(Ç „ођап(с.ођспіС o an(c о) 

Loch. CH (sn(Ç ,œ)+ snl a) 


De plus : 


sn(u+iv,a)= 


en(u+iv,a)= 1- dn'(u,a)sn (v, В 
u 


dn(u+iv,a)= fake. Fat prier | 


sn(Ç,œ)+ alc ol = Asnay (v, B) 
| Ga) < ) (1-dn*(u,œ)sn?(v, PI 
а )x | 
е оі ode ами al x(dn*(u,a)dn*(v, B)en (v, B)+ a*sn*(u,a)en*(u,œ)sn*(v, В) 
6 ) d nc. wie. ) (1-dr?(u,œ)sn?(v, в) 
о Va Le )х | 
eg FOE) _ x (dn (u,a)dn (v, B)en (v, В) оп? (и, одет? (и, авт (v, 8) E 1 sux uds oi 


= --a'sn'(u,a)- —7—À 
sn 


O-O (1-an?(u,a)sn? (v, B) n^ (usan, p) 


Ce qui aboutit aux deux équations différentielles séparées : 


cht: [ans aal [EME Ls aie LE 


PP) ele aele а) sl vi 2.3 
ди? sn(u,aœ) ди 


e?e(v) в? cn(v, B}sn(v, B) oe(v) 
ôv? 


9^ H(u) , en(u,e)an(u,e) BH (u) | 2 ou at wl Ant ai 1 | 7 
ди? sn(u,a) ди | (и, ) | (и, ) = SUD 


e?e(v) в? сп(у, B}sn(v, B) oe(v) 
ду? dn(v, В) ду 


4 296, pm аг, в)+ me) pee 


Plusieurs fonctions de séparation sont possibles pour rendre R-séparable l'équation de Laplace. 


pR°(u,v)=1= R(u,v)= T - ACE => F(u)=F,(v)=0 


f'(u+iv)f'(u-iv) 
(f(u+iv)-f(u-iv)) 


a eech ia] rn 
e?e(v) 


бу? perm а 


Ee au) xv) 


©» 


0 


Alors 


Particularité du systëme de coordonnées 

Avec les coordonnées p et z dans le plan méridien : 

А(и,у)= 1 -dn*(u,œ)sn*(v, B) 
A(u.v) 


A (uv) 


a 


uel0,K(a)])  vel-k(8)K(8) B=v1-a? 


dn(v, B) ду Са на ien 


Jala) E(u,v)=sn*(u,a)dn*(v, B) Е +cn(u,a)dn(u,a)sn(v, бобер) 


п(и„»)= А) Gu Mech B) en (a, ађан? и, аот? B)er?(v, B)) 


Donnons quelques valeurs caractéristiques pour les variables Lu et v : 


Аб} =1- зи, ый ` Sat т EA, o, dedo d ch LA, Bye de n) 
ва sn(v,8) 
Е =. IO. _ cn(v B)- Ja sn(v, p) 
4707] av) en 8)+Jasn(v, B) 
K(p) Ya K(p) Уа 
T TR LE 1 re 7 = Sal 
Е 2у сп(у, 8)+ Va sn(v В) vel K(B) KB) =: œ, = zb 2E 
N(Kla)v)- di (v, B) кира [4 пк) ai | et Pli) 
u=K(a)> „ _ Va dil (v,B)-a se) Va 1 aed 
пан) а am E ` 2 EC - à 27 1+а 2y 1+а 
E(K(a)v) daily ëlo o dn. jel та da 
p= y dn (v, В)+а K(B)K(B) 53 
A(u,0)=1  E(u,0)= sn*(u,a) Tí 0)- ` incl ed : = e ` 
a ЕСЕ Е ite e] 
en nao ҮТ” 
" ras а) 4 |o Я 
Alu +K(B)=1-dn'{u,a)=a°sn"(u,a) E(u,+K(B)) = os) "lu ole sn'(u,a)«1) 
Dia E K(B))- asn (u.a а sn'(u,a)-1) 
RE a sn | 2 1 
E(u.+K(B)) a sn (u,a)+1 
у==К(В)> = a saga) z EE 
N sabre) LH TT 


2y 1+а sn°(u,a) 


Ыы 


L'axe z (р=0) est décrit par la valeur du paramètre u=0 : 


p=0 
EE sn(v,B)=+ : SEN DH 


2y eub Base) Ja V1+a@ 
v=0 ou v=+tK(B)>z=Y% 
2y 
elt viet siet 12-0 у= | H 
М+а 
she ir Al | 
2= +оо — v = —Shn [Z=] 
v=0 ou v =+K(8) >z dÉ 
B KU 20 2y 
отте  sn| v,+ > Jar | 
2205 y = КЫ) z = іо > y = K(8) 
2 2 
Le plan équatorial (2=0) est atteint pour certaines des valeurs suivantes : 
A(u,v)=1-dn°(u,a)sn?(v,B)> 0 
ml 09). ie ee p) een (uso (иат s Sch B) 
= A(u,v)= Vo /sn*(u,œa)dn*(v, rius adn’ (и, len? (v, 8 )сп? (v. B) 
E(u,v)- sn? (и, аи? (у, В)+ )+( sn*(u,aœ)dn? (v ,B)+ en (ua аи (ат (e, Ben (v, B) + en(u, a )dn(u,a)sn(v, B)en(v, В) 


z=0 p=0 z=0 p=0 
сеш нс 1 в) 
, Jita’ 
z=0  In(K(a)v)- dn'(v,g)— а =0 апу, В) = Je = v =dn (Ja. В) 
u= К(а)= o dnv,B) | de 
2y 


EE EE l EEN | «jo p= 
y 


Ма Va 
| z=0 П(и®К(8)=0=эң(и,а)=-— p= sn + а) 
v=+K(B)= P 
Ж(и,&К(8))=2« Л(и,+К(В))=а = p= 


Comportement de la fonction de séparation pour certaines valeurs des variables 


On sait que la R-séparabilité de l'équation de Laplace implique que les solutions se développe sous 
la forme : T(u,v)= к(и,у)н(и)ә(у): Avec pour fonction de séparation В(и,м) : 


A(u,v) 21- dn? (и, а зп? (у, B) 


E(u,v)- sn^(u,a)dn'(v, B)+ [en + en a one B yn B) 


R(u,v)= ME et pR'(u,v) - sn(u,o)dn(v, В) 


Pour toutes les positions dans le plan méridien situé à l'infini, impliquant p tendant vers +œ, la 
valeur de la fonction de séparation s'annule. Cela suffit à assurer la condition d'annulation de la 
solution à l'infini, en dehors de l'axe z. 

Assurons-nous que la fonction de séparation n'introduit pas de singularité à l'approche de l'axe z, 


soit lorsque u=0. Un développement au premier ordre de la fonction de séparation montre qu'il n'y 
a pas de singularité de cette derniére à l'approche de l'axe z quelque soit la valeur de v : 


(и) ent, 8) cnt в) Or) 


En l'occurrence lorsque сту, B)4- Мазту, B) - 0 soit lorsque y = K(B) alors la fonction de 
5 5 2 


séparation s'annule bien. Et la dernière valeur „ — _ K(B) correspond aux deux infinis sur l'axe z. 
2 


Remarque : si par contre on utilise la fonction de séparation suivante : 


pR'(u,v)212 R(u,v)- RE Alu, PRE p) 


ux =0= R(u,v)= =T "ad (o yep + Jasn(v. В] +О(и A 


Alors la fonction de séparation introduit une singularité à l'approche de l'axe z qui doit 
obligatoirement être contrebalancé par une annulation de la fonction Н(и)= и dans 


T(u,v)= к(и,у)н(и)ә(у) à l'approche de l'axe z (u=0). 


Iso-surfaces du systëme de coordonnées Cap-Cyclide 


Les expressions des iso-surfaces sont un peu compliquées, je me suis contenté de les vérifier d'aprës 


la littérature sans les dériver explicitement. 


Iso-surfaces u-cste : 


(p I 2} + A(u)o? + B(u)z +C(u)=0 avec 


Iso-surfaces v-cste : 


(p? + г} + Alv)p? + В(у)г° + сіу)= 0 ауес 


а на) 


1+4 


cn(u,a )dn 


del 


A 


CH T 


1+а 


zi 


1 (an (v, B) a) 


[Va 


| Jg eo) 


1+а 


zii 


8” dn(v,8) 


Tra ба sw (v, Ben (v, B)+a°sn"(v, Ва, B)-a 
och, B)-o sch, B) (dn^(v, В)+аз 
а cn'(v,B)« ба зп? (v, Вет? (v, B)+a sn'(v, B) 


ech, B)-a sch, B) 


Comportement des fonctions elliptiques de Jacobi pour certains valeurs du paramétre a : 


z 
Kla)« = 
(a)=Z+ 


ла 


sn(x,a) я Sin[x) _ а Sin(x (Sin(2 x) = 2x) 


dn(x,a)=1- 0 -Cos(2x)) 


cn(x,a) я Соз(х)+ а Cos(x(Sin2x) = 2x) 


| 


Points particuliers des iso-surfaces représentés dans le plan méridien p,z 


Les points de l'iso-surface u=Cste, qui intersecte le plan équatorial z=0, sont les suivants : 


И -(Ri(u)+ Kine! +Ri(u)R(u)=0 |o - JR) 


< (о? - n(u)p (и))=0 p= R (u) 
Les points de l'iso-surface u=Cste, qui intersecterais l'axe z, serait défini par p=0, soit : 
z^ B(u)z + (и) (и) =0 В (и) 4и), (и)> 0 


Un examen attentif du graphe en deux dimensions selon u et le paramètre а, montre que le 
discriminant de l'équation du second degré est toujours négatif, soit : 


B'(u)- AR (u)R (u) < 0 


4 R1[u]R2[u]-BI[u]? 


l 

| 

| 
0.006 |- 
| 

| 

| 
0.005 L 
[ 

t 


0.004 [ 


0 001L 


La seule valeur pour laquelle le discriminant s'annule est atteinte lorsque : Kla)- Or on sait que 


u = 


dans ce cas que : 


R(u)=R(u)= Z; В(и)=--=у = B (u)-4R(u)R (u) =0= 2 Au - > <0 


La valeur obtenu de z est donc purement imaginaire, soit qu'il n'y a pas d'intersection avec l'axe z 

proprement dit. La seule valeur limite pour laquelle l'iso-surface u=Cste se confond avec l'axe z est 
p=0 

u=Cste pour laquelle on a : u=0— Jal E | 
ze | = M | 


Les deux points de l'iso-surface v=Cste qui intersecte l'axe z (p=0) sont les suivants : 


z* + B(v)z +C(v)=0 avec L s en'(v. B — = -~ ch 


Le graphe des valeurs du discriminant ,_ B) - Ach montre qu'il est toujours positif, il y a donc 


toujours des points d'intersection avec l'axe z : 


тт 


L'expression des deux racines est remarquablement simple, après ип peu d'algëbre et surtout 
Mathematica, il vient : 


хед аа) а Г) (27) )+а sn re 


(ei (v, p) ,B)-a sn (у, В 


"n (v.B)+ asn’ l.p) 
e ` 2y ech Besch В) 
В) _ „ _ da or в) Vas.) 
estar ° 2y oi, b)+ Jas (v. B) 


Les deux points de l'iso-surface v=Cste qui intersecterais le plan équatorial z=0 seraient définis si le 
discriminant A était positif : р*+ Av)p*+C(v)=0= A= Av -4С(у): Le graphe suivant illustre le fait que 


systématiquement le discriminant A est négatif : 
a=0.01 


| l 
0.000020 F 
| 
| 
' | | ' 
| | | 


/ | 
' | 0 000015 F | \ ' | | 


\ / | \ 
| \ f 0.000010 F ' 
| ' | ' 
| р | 
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р 5.x10T F ' | 


1 A П A 1 п 1 
=й ' E ^ ' 4 
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Cela signifie дие l'iso-surface v=Cste n'intersecte jamais le plan équatorial. 


Soit par exemple pour les deux types d'iso-surfaces, un graphe de la forme suivante où j'ai 


matérialisé les divers points d'intersection avec les axes (rouge, vert), décrit ci-avant et d'autres 
points extrémaux décrits ci-après (bleu et jaune) : 


-0.01 


Elliptick|s? 
„= 


8 Elliptick |a? 
à 5 


-0.01 L 
\ 


Les positions maximales et minimales de z ou de p sur les iso-surfaces v=Cste projetées sur le plan 
méridien, se déduisent d'un simple calcul de dérivée à partir de la fonction implicite définissant 
l'iso-surface : 


@ 
еглее aep! + Boj geg ар) Lp s Lir=0 P= Œ =A 
õp ар 
zea > Z =0 <> L - app! «zs 24()p "ie? we pu к 
dp др 
dp 


ng > L =0 e> L cadentes [1-0 ou 2 ? Bi) o 
4 Z 


Concernant les positions maximales et minimales en hauteur de l'iso-surfaces v=Cste , on retrouve 
les positions déjà calculées à l'intersection avec l'axe z. Mais dans le cas où l'iso-surface est de 
forme concave, alors le second cas est également possible dès lors que : 


Av) 2 Av) 2 


Ay)s0o p*+z2?=- s < 


(p? + 2} + A(v)p? + B(v)z t C(v)= 02 А(у)р? + B(v)z == 
P A(v «4C(v)-24(v)B() 
Ap ась) _ 4(B(v)- Av) 
2 4 4(B(v)- Av) ` | > 46-466) 
4(B(v)- Al) 


Les deux expressions de p et z peuvent se simplifier, il vient : 


Jall- 2sn Чу, B)* B'sn*(v, p) Ма _ B" dd + Ae kel (v ‚В )+ B'sn'(v, В) 


2y (1- (1+a) sn? (v ‚8) Janv, DV (v ‚В) )+a) | 
С Va а-ат(у B) der (v. B)dr*(v, B)- a si (v, B) Jen (v, В) an^ (v, Glen, В) 
2y a * dn 1 5 cn (v, B)- a sn (v, B) dn(v, B) 


Si l'on représente le graphe de -A(v), la plupart du temps -A(v) est positif pour une valeur de a pas 
trop faible, par exemple : 


Cela signifie que l'iso-surface v=Cste a une forme concave (chapeau). En revanche lorsque a=0.1, 
alors : 
а=0.1 


Les zones négatives de -A(v) indique qu'il n'y a pas de solution supplémentaire à la solution triviale 
р=0. Soit que pour certaines valeur de v l'iso-surface est convexe. 


Pour les positions maximales et minimales en rayon de l'iso-surfaces v-Cste , on a vu que le cas z=0 


n'était pas possible (pas d'intersection avec le plan équatorial), aussi ne reste-il que le second cas 
qui lui posséde toujours une solution, car B(v) est toujours négatif : 


B(v)«02 p! «z _ Bp) г? PUR 


2 2 
(p? + zf + А(у)р? + B(v)z? + с(у)= 02 А(у)р? + B(v)z? =- 30) - Chv) 
1 "ONES 
2 _ BIV] At p Bur -4C(v) _ ] 44-8 
и-ди)” SEN 4(4v)-Bv)) |, ву) +4c(0)-2A0)B() 


Avec un petit peu d'algëbre et surtout grâce à Mathematica, il vient pour le rayon une expression 
assez simple, et pour la hauteur z également : 


Bv) :_ BV) > 


В(у)<0 pog Zl 


(p? + z) + Av )o? + B(v)z? +C(v)=0= Av)? + B(v)z? =- 


са dn(v,B) cn(v,B}+a sn (v, В) 


ДЕ y a+ dn'(v, В) c (v, B)- a sn°(v,B) 


EN Ja 1-(1-a)si(v, В) Ja Em -4a o (v. В)+ (La (1-62 o? (у, B) 
2y 1-(1+о)зт (v, B) [+a - Bache, )) 


Pour les iso-surfaces u=cste, il vient : 


EE + Aujo" + Bajet EE EE 
Op 02 dz z| Op dp 


z EE iple jet o р=0 ou veel 
бр 


2 min? “шах d 


papa > L = 06 Z = 4z(p TZ WEIT Käl? ou pee Pl. 


Concernant les positions maximales et minimales en rayon cylindrique p pour les iso-surfaces 
u=cste, on retrouve les positions déjà calculées à l'intersection avec le plan équatorial 2=0. Lorsque 
l'iso-surface est par ailleurs de forme concave, alors le second cas est également possible : 


B(u)<0 m HO o HÀ y (очар + Blu) Ca) - 0 Au)p? + Bay? = H cu) 


Les expressions de р? et z? se simplifient légèrement : 


à 41-а) а (+a) сп? (u,a)dn (u,a }sn'(u,a) 


pr = po аа) а (ied) iepel Acht ce 


x (m snua (1+a sn[u,a)Y - cn? (uaa (и, 
; КОЛЛ О Qu i-o эт (u,a)) «ci (ua Melu o l+a sea) 


0-а за (1+a sine iepel"? E Rn 


< [l+ ad a) (Leo soa a) en (u, oi? (иа) 


Soit pour p etz: 


2a (1- аў1+а) cn (ua \dn( u, on) SE 


p= 

MUT Tm. adr fen?( (u,a)an'( | а)- (1- sn(u,a)) (l-a sn(u,a)) )x 

d (s. \ (ma | ü, us (a ке“ Wil H. a)) (+в sn[u, a) -cn (u Melu el 
-— oll 3 o en(u,a)dn(u,a)sn (u, el - a sn'(u a) cn (u, a Mu) (u,a)l+a sn (и, a) 


A па dn (u,a)- (L- au 0 y (i-a sn(u,œ)) )x 


yll-a si(u a Mia sr (ma «}- k. (ua (Le musa) (1+a sn(u,a)} -en (a, Wine) 


Concernant les positions maximales et minimales еп z pour les iso-surfaces u=cste, ces dernières 
n'intersectent jamais l'axe z. Dans ce cas la première solution p=0 n'est pas possible, aussi seul 
reste le second cas et l'on remarque d'ailleurs que la grandeur А(и)=-В1(и)-В2(и) est toujours 
négative (R.(u), (и) sont des rayons d'intersection avec le plan équatorial : 


B(u)<0 veel быша erf delt Bla) + C()-0> dier Blu} = o 


A(B(u)- А(и)) 
; Alu} -4C(u) 
A(B(u)- А(ш)) 


N 
Il 


Les expressions de p° et z? se simplifient : 


= ell a) sw (u.a) - 21 - a sn (u.a) (1-40 +4a° - 4a? «a? jm (u,a s 


(1+sn(u,a)Y(1+ a siu e) ся (ина) Melu ol n 


É a)+a"sn"(u,a)) 


y (en (ue) (на) (1-и) (1-а sa e) )x 
Ana (u.a)) - -сп? (ua a Jan” (а) 


z: elt a) sn'(u,a)en'(u,a)an'(u,a l-a sn (и, a)j 
Vesn(ua)) (1+ a ѕп(и, о) — сп? (ua dn (u,a )* 
y x (en *(u, a dn (u,a)-(1-sn[u,a)) (l-a si(u,a)) )х 


x (а sv (и.а) “арата 


Soit pour p et z : 


E Va (Lea sn*(u,a)/1-2(1-a) sn°(u,a)+ (1-42 4a - 4a? +a" jm (u,a)-20° (L- a sn (u,a)+a sn'(u,a) 


I nn sn[u,a)Y -en' (u,a Melu all 


хеп (иаа (на) -(- рн) 01-а LL sn (ua) iepel 


Ja (l+ a) sn*(u,œ)en(u,œa)dn(u,a)t-a sn (u,a)) 


Wale Le (ua) – en Gee inus) P AER PS A 
s TRU Eu ( (u, ) (u.a Mai (u, ) 


z=+ 


Je résume encore un fois toutes ces positions par le graphe présentant deux cas d'iso-surface и ou v 


où ces deux dernières présente une concavité, ainsi que tous les points extrémaux calculés 
précédemment : 


e e. 
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Je finis cette section par illustrer les domaines de convexité des iso-surfaces и et v. C'est à dire les 


valeurs combinées de (a,u) ои de (a,v) pour lesquelles les iso-surfaces sont convexes lorsqu'elles 
sont projetées sur le plan méridien : 


Le domaine de convexité des iso-surfaces и se présente comme suit : 


o B[u]>=0 zone de convexité 
п A[u]«-0 partout 


Cela concerne donc plutôt des valeurs de a>0.2 pour des valeurs de u < 4 


Le domaine de convexité des iso-surfaces v se présente comme suit : 


o A[v]»-0 zone de convexité de l'Iso-surface v 
o B[v]<=0 


-5 
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Au contraire cela concerne plutôt des valeurs a<0.15 pour des valeurs de 1 < v < 5. 


Simplification des iso-surfaces dans certains cas limites du paramètre a ou des variables u et v 


Iso-surfaces u-cste, a-0 : 


Lei +22) + Aale + В(и)г +С(и)=0 


a pel | a SD 
R (u)= Ду? Ne 
2 
HEED С(и)= i: =p +Z =0>p=z=0 
B( )= a? , 4e Cos”( ) 
Hp y! 


Iso-surfaces v-cste, a-0 : 


2 


a a a 
Аб) 55: 07а (у) -) A El f 


> p°+z =0>p=z=0 


La structure entière des iso-surfaces u=cste et v=cste collapse vers l'origine. Supposons que le 
rapport а?=ү? /a soit constant alors pour l'iso-surface u=cste, il vient la définition de deux cercles : 


Tar (4| Cotar (£) 
Ra в 


у= сүа > 4o? 40? 
ae тан (2 )+ cotar (1 sue cis L> 
= (p°: z | = ч) I ç. s 2? 4 => =0 
e (0+2) n -2 JR (u ; EE 
epe к sia J-JRG) Re) е? +2- PJR) JR(u))- JR GJ R (0))-0 


Jan Em pow | Ren. Lg 
H 4 


Lorsque le rapport о?=у? /a est également constant alors pour l'iso-surfaces v=cste, nous avons : 


y Ode = A(v) i B(v}z-— C(u)= 


1—Sinh°( p Le ics ss (= l 2 р? (Cosh (v)-1+ Sinh? (v) 25 
2Cosh° ( 20? 16 40? 20° Cosh^ (v) | 


2 2 
р. Sinh (у) x Ü J > Tank’ (v) 
| H H =0 
KS e o? Cosh'( (v) É 4o? S о S 


Etant donné que les deux termes sont strictement positifs, ces derniers doivent s'annuler en 
premiëre approximation pour définir l'iso-surface qui se réduit à deux points sur l'axe z : 


1 
=Ü et z2t— 
E 20 


Lorsque l'on développe au premier ordre en a, il vient : 
2 
б +2? 2 -l ze (Cosh(2v )+1)+ p (2a -1)ranh*(v) = 
o o 

1 Ÿ 2a p°Tanh° (v) 

ee? us) = Sinh (v )+ p Tan: (у) + 2-92 2—0 
4o o 

А $ox d › 405іп (и) p! 2a , 
Lorsque Tanh (v)&12 р +2 2 5 +H „ p =0 
4o o o © 


© G Е ) z 
40° o о? 
L'iso-surface se rapproche de cercles de centre +1/2o et -1/20 et de rayon s'annulant lorsque a->0 


Iso-surfaces u-cste, a-1, il vient la définition de deux cercles sur le plan méridien, cela rejoint 
effectivement la géométrie toroidale : 


CoTanh' (u) 
47° 


Tanh? 
R (p) UE) vie, 


А(и)= L (anh: (u)« Стапи) B(u)=— WA 


4y 
ep +2) (би) Re «2/8 QR QE + В (ив (и) = 0 


à E A(u)p* + B(u)z? z 
(a) RW) Íp? + z WC : (и) + (и) RO RC a) o 


| ` en 82) 
A 


` . (RW-JRUW)} 
A 


Iso-surfaces v-cste, a-1, il vient également la définition de deux cercles sur le plan méridien , cela 
confirme également la géométrie toroïdale : 


(p? +2] + Alv)p? + B(v)z? + с(у)= 0 
1 Cos*(v)+6 Sin*(v)Cos*(v)+Sin*(v) 1 1+Sin*(2v) 1 3- Cos(4v) (v) = Z 


S 
2⁄2 2? Cos (2v) (py 2Cos' (2v) (py 4Cos (2v) k 16у 


` 3=Cos(dv) (Cos) Sin) + (Софт _ ESO 


4Cos Qv) — 4(Cos(v)- Sin(v)) (Cos(v)+ Sin(v) 4 UCos(v)+ Sin(v) Cos(v)- Sin(v) 
t de Cos(v)- Sin(v) S 1 |Cos(v)+ ту) Sin(v) 
HONORE IU (y Cos(v)+ Sin(v) Ук) = 2y Cos(v)- Sin(v) x Ee ) 
Lei + 2) + A(v)p? + Blv)z? + C(v)=0 < (p? + z? f -(R(v)+ ))z . +R (v)R,(v)=0 


(еа e Mëll - RV] )- JR) RL) +: А ud Dam: = 0 
CADRE). nt 
2 4 


ао Min 


Iso-surfaces u=0, voir également précédemment: quelque soit la valeur de a, il s'agit de deux demi- 
a x E | А | | 


2y | | 2 ` 


droites de l'axe z, la valeur de p est nulle: „=g z «| о, 


Iso-surfaces u-K(a), voir également précédemment c'est un cercle : 


2 


R(K(a))- R(K(a))- Z; => 4(u)- B(u)--—— us ^> 
4y 2y 16y 
= (02 +2) + Au)’ + B(u)z? +C(u)=0 
2 a a? a Ÿ a 
> (p? +=) р (о? +=?) 167 d + z? а =0 SÉ 


Iso-surfaces v=0, v=-K(6), v=+K(6), voir également précédemment c'est un cercle : 


2 2 


spa) а 
4 7 


2 
= Ср еа =Ü = Bes 
16у* б 47? p 47° 


En tirant partie des valeurs particulières des fonctions elliptiques de Jacobi : 


+a ЕВ, Чт 


Оп peut calculer explicitement des valeurs de z et р pour les diverses iso-surfaces suivantes. 


Iso-surfaces v=+K(6)/2 : 


Les formules de p et z sont assez simples : 


T = =0 
plus КІВ) Va(1+a)sn(u,a) 


2 }- 2y(1+en(u,a)dn(u,a)+ a si? (u,a )) 


Il s'agit donc d'une portion du plan équatorial, pour des rayons р variant de 0 à Pu = 


ха. 
2у 
Iso-surfaces v--K(8)/2 : 


Les formules de p et z sont également assez simples : 


Ta 0 
o. OE 
plu 2 Fees sn°(u,a)) 


II s'agit donc également d'une portion du plan équatorial comportant le point à l'infini dës lors 
QUE :|_¿n(u,a)dn(u,a)+a sn (u,a)= 0: Soit lorsque и=0, puisque le développement de l'expression : 


K(B)\_ Va(i+a)sn(u,a) " va dech po +a?) 


2 | 2y(1-cn(u,a)dn(u,œ)+a зп? (u,a)) у(+а)и 12у(1+а) 


uRO pu 


diverge vers l'infini au premier ordre. La portion du plan équatorial comprend donc les rayons de 


Va й +оо, 
Pimin SES 
2y 


Iso-surfaces и=+К(а)/2 : 


{56 2s Ja (i-a 8 —2p(1+ flach, В)+ B (+a + B)m'(v. В)) 
2 $ DE - p sn°( (v. B)N1+a+B+2B Va 1+ Benlv, B)sn(v, B) - 8(1-о + B)sn*(v, p)) 
(Ee u ie a t+ Ban(v, p1- В sn? (,8) 

2 a dn (v, B)+(pdacn(v, Deel, B) i Bü - p sri.) | 


{=} - (s= ED. |a 
(o) а И к - ИВ (En Ca аА | 


Inversion du systëme Cap-Cyclide du plan méridien cartésien vers le plan des variables 


Il est plus commode d'utiliser la fonction de révolution pour réaliser cette inversion : 


fE)=2+ip = 


us E) 


2y гуа sn(u+iv,a) 


= sn(u tiv,a)- 


i Je 21 HP) pair an і Ja -2y(z ip) a] 
Va Va +2y(z+ip) Va Va +2y7(2+ip) 


| i 4a -2y(z-ip) d 


Va Va +2y(z+ip) 


= 
v = Im wl 4 Уа - 2y(z * ip) 4) 
Ja Ja +2y(z+ip) 


En traçant le graphe de contour de la variable u, on constate qu'il n'y pas de discontinuité dans ces 
valeurs quelques soit la position sur le plan méridien : 
10+ 


T т т т 


-05 


-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 


J'ai matérialisé le cercle sur lequel s'inscrit l'iso-surface limite u-K(a), ainsi que les 4 points limites 
sur lesquels s'inscrivent les deux arcs de cercle : 


P ios [t zr B cho z 


TE I+a) 2y 1+a l+a) 2y 1+а 
P +Z EP > á = T 
y Р, ba SE a | a 1-а P, NUN a | a l-a 
y(1+a)' 2y 1+a yÜi+a) 2y 1+а 


En revanche pour ce qui est de la variable v, le graphe de contour met en évidence une nette zone 
de discontinuité de valeur disposé selon un arc de cercle : 


ч 00} 


-10F 


1 1 А 1 
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 


J'ai également matérialisé le cercle sur lequel s'inscrit l'iso-surface limite v=0, ainsi que les 2 points 
limites sur lesquels s'inscrivent l'arc de cercle où se présente la discontinuité de valeur sur v 


food 1 s (5025) = a Ма 1-а BEE а Va 1-а 
pure |z 255 E б9-[-х | 


l+a) 2y 1+а 1«a) 2y 1+а 


La discontinuité de valeur de v au passage de l'arc de cercle entraîne des contraintes 
supplémentaires de continuité de la fonction solution d'un probléme aux limites quelconque et de 
sa dérivée premiére selon la normale à la surface, soit la dérivée radiale en l'occurrence. Ces 
contraintes peuvent également se formaliser sur la dérivée le long de la variable v. On peut déjà 
simplement s'en convaincre en regardant le graphe de contour de la variable v et les zones de 
discontinuité. Si T(u,v) est la fonction solution du probléme aux limites, alors : 


Т(и,х}к=к@) = Т(и, х) а 
vel0.K(8)] »<0,к(0)] Tv) e Ти аи 
0х) ` find d ЧТ] ` __ôT(u,v) 
Ox АЕА) Ox А ду v-K(f) ду v=-K($) 
veo] 


Problémes aux limites électrostatique sans dépendance azimutal en coordonnées Cap-Cyclide 


Dans ce cas, on pose m=0, ce qui donne : 


e H(u) К сп(и,а)ап(и,а) ән(и) + (a*sn*(u,œ)-7)H (u) = 0 


ди” sn(u,a) ди 
0°®(у) 2 сп(у, B)sn(v, В) ee(v) , BS А 
ôv? P = бр) ду eai. p)+ 6) =0 


On applique le schéma de normalisation déjà opéré dans le système Flat-Ring Cyclide. En 
effectuant le changement de variable z = sn°(u,a), il vient dans la première équation : 


H =0 


z z—1 a?z-1 


dH 1 2,71 a? dH | ois A 
dz? 2 dz 4:(2-1о°2 -1) 


En effectuant le changement de variable z = dn°(v,6), il vient dans la deuxiéme équation : 


0-0 


| 2 
z 2-1 2-а 


re. 112. E |а, (2-3) 
dz? 2 | dz ` 4z(z_1]z-a?) 


Toutes deux sont des équations que l'on peut nommer équations de Wangerin, mais qui plus 
communément sont dans la classe des équations de Heun. 


Remarque dans la suite on posera : À = —^, afin de poser classiquement le problème aux valeurs 
propres sur l'équation en v. 


Problème aux limites électrostatique de Dirichlet en coordonnées Cap-Cyclide : iso-surface L = ш 
au potentiel fixe y — V, 


Soit la l'iso-surface suivante porté au potentiel électrostatique fixe y = V, 


-0.05 0.00 9:09 


0.05 


Dont je représente une coupe pris sur n'importe lequel des plans méridiens : 


0.00 
0.02 
0.06 0-04 


On a vu que les deux équations séparées se présentent sous la forme : 


d H(u) , сп(ш,о)ап(и,а) ôH (u) , lo? si^ (u.a) A]H(u) - 0 


du? sn(u,a) Ou 
o’@(v) 2 sn(v, В)сп(у, B) ee(v) à " 
ôv? P dn(v, В) ду +t an (v.8)-Ajo(v)- 0 


Domaine extérieur ue [0, m ve [- K(B).-K(B )] 


Et que la solution doit étre recherchée sous la forme : 


A(usv) 2 1— dn (u,ox)sn' (v. B) 
(uv) Gase e B) e АШ à cua na Giele)! 


кб) TE et pRI Qv) o nasa dne. B) 
тоом) (E CEE HO) 


II s'agit tout d'abord de respecter les conditions de continuité de la fonction et de sa dérivée 
premiére au passage de la sphére de rayon Va du fait de la discontinuité introduite par le systéme 
2y 
de coordonnée Cap-Cyclide. Seul la variable v présente cette  discontinuité, 
sytématiquement sur certaines zones de la sphére la valeur v positive de son exact opposé de part 
et d'autres de la surface de rayon Ма, Je matérialise la surface de séparation sur un des plans 
2y 
méridien pour bien voir ce qu'il se passe pour le probléme extérieur : 


séparant 


v+0 
— EE DR Tone 
— „= Pt Р ' Sw " 
"ru 0.04 =» ` 
LA ! ` ` 
, р ï ` 
à F , p= k 
; joy [IN `, 
/ if o2L ; ?* E 
/ , / Fr ` 
/ L' ` 
/ d / Ц \ 1 
| ' H \ ' 
ï р | ' | 
! | $ | D ЖЕ! 0.01 1 8 Elliptick |a? 
А А — TRE p i ` Y L. — а-0. u 
-0.06 ! - 1 04 -0.02 L 0.02 0.0 ‚ 006 , 9 
Е: | 
\ : | | 
\ И \ Е р 
N ` \ -0.02L , 
N ` N Ki 
^ LA 
` r , 
` Be 
u Р 
`. NS -0.04 P 
У. vell. 2 
— ^ T». Е Sec? - 
v=-K[6] 


Les deux contraintes de continuité n'ont donc lieu que pour la valeur у=+К(В) : 


ray] TU v). x 
OT(u,v) _ ÔT(y,v) 
ду v-K(g) ду v=-K(B) 


Si l'on introduit la notion de parité de la solution en la variable v, celle ci représente une solution 
qui géométriquement aurait soit des valeurs paires (identiques en signe) ou bien impaires 
(opposées en signe) « symétriquement » à la sphère de séparation. On parlerait également de 
faces extérieure et intérieure symétrique à la sphère de séparation. Il est clair que toute fonction 
limite peut se décomposer en une partie « paire » et un partie « impaire » dans le sens défini ici. 
Pour les conditions aux limites paires, cela induit une solution paire de v et toute fonction paire de 
v respecte de facto la condition assurant la continuité au passage de la sphère Ма ; 


2у 
Ө, (у)= e,(-v)2 iv] us = oV) ko 
Ө (v)= e.( v)2 до. (v) ee. (=v) > eo, (v) eo. (v) 
Ov Ov OV |,-<() OV |- кв) 


Le problème de Sturm-Liouville en у se présente dans le cas < pair > d'une seule manière possible 
en développe le système de fonctions propres pour des fonctions limites paires, sachant que v 
change de signe de part et d'autre de la sphère de séparation : 


а) _ ga sn(v.B)en(v. B) db). 25 Ba) Ə(v) 


Equation aux valeurs propres 


dv? dn(v, 8) dv 
Equation aux valeurs propres > EE А e(v) 
dn(v, B) dv dv 
dO (v) 
3 de(v) de(v) | I dv | 
e(v) eld (v. B)) => œ cn(v, B)sn(v, B) > =0= Fonctions propres paires © (v) 
dv dv ,-x(p) dO (v) 
dv 


La version algébrique de cette équation, en posant z=dn?(v,6), est la suivante avec la condition aux 
limites homogénes« paires « correspondant à une probléme de Neumann homogéne : 


eb pee =° 


z-l 2-а? Az(z - Iz - o? 
= z-a }y"(2)+ 2z(z 12 E H | H Е A? ee) 
== ап? (у, В) et ve[o,K(0)|= z e [o°] 


y '(z),, = 0 
y.) us = 0 


Fonctions propres paires y, (z) | 


La relation d'orthogonalité des fonctions propres pour deux valeurs propres À1 et À2 pour deux 


K(B) 
fonctions O1(v) et O2(v) s'exprime comme suit : А, + A, = Javantv. BJe(v,2 Je(v, A,)- 0. Et la 
-K(B) 
(8) 
norme des fonctions propres est la suivante ебу, A, o = à dvdn(v, Gët, A, Ir, 
-K(B) 


Pour une fonction paire, on a ot, A, ) 


vu 
? _2 ETA BXe(v,1,)) 


La relation d'orthogonalité et la norme en version algébrique s'écrivent : 


(.2,) 


(2,8)=0 — |»G.2.) 


1 1 
dz 2 dz 
А * > | _= >=== y(z, 4, )y = (y 
` ee las = 
Pour les fonctions propres paires, il suffit d'appliquer le schéma de Heun avec le jeu de paramètres 
spécifiques à l'équation de Heun algébrique, sans transformation F-homotopique, mais avec la 
transformation homographique z-»1-z qui ramène autour du point singulier z=1 : 


а, =а P, B y,-ó ó,-y € =€ a,-l-a q, = GB -q 


nek Zelle {а= B-l y-15-i s-l azo 


d 
! 
8 

= 

і 


pe 2 2 2 2 
> 1 1 1 1 
> 0, B, 2 Ï n 2 ó,-l ё, 2 а, =1-а 9 = 74 1 —À, 2 4q 21-44, 
Ò, R 0 Ô: ada 
3 А +102/+1 ~ 
R, =a,(j+1Yy, + j)=(1 a?) Ki x M E 
Р 0 e. - 0 aL 0 
Q = jG 1+7, Ха, t 1)4 Ent а,б,} = 0, = AG ; По? (4j | 1) M=|.. 0 Pj, О, Ra 0/2 
. Ago 0 P 0, R, z 
Kw (; | тү 07+) ; Y; = 0 
Р,=(7-1+@,)\/-1+ B,]- ==, d 45 - e RE aO 3: m 
n croissant — convergence suffisante des premières valeurs propres (tri croissant des valeurs) 
q,, valeurs propres de М et А, = 44,, –1 c,, vecteurs propres de M 


OA SH 2144 111, 
у, (2)= У c; (1- z) = HeunG |! a”, à EEN z) 


j-0 


Remarque : la convergence des valeurs propres avec la taille de la matrice est extrémement lente 
lorsque les valeurs de a sont très faibles. Pour une valeur de a-0.01 comme dans l'exemple 
donnée, je ne suis pas parvenu à une convergence satisfaisante méme avec un matrice de taille 


4000x4000. 


De méme l'implémentation sous Mathematica des fonctions de Heun est essentiellement basée sur 
le développement de Fróbenius, et il n'y a pas convergence aux deux bornes de l'intervalle oü la 
fonction est censé étre bi-analytique. On ne peut donc vérifier l'identité de la construction que sur 
les sous-intervalles ne comprenant que la singularité z=1 (en l'occurrence). 


Aussi je reporte les valeurs propres telles qu'obtenues à l'aide de la résolution numérique du 
problème aux valeurs propres de Neumann disponible sous Mathematica. Voici les jeux des 8 


premières valeurs propres obtenues : 


а "Au -№ -À3 -№ -Às -№ -À; -Às 
0.01 |0.32799538352 | 0.66072715210 | 1.45789861711 | 2.81595761461 | 4.73539670045 | 7.20903659948 | 10.2343071356 | 13.8107745994 
20581 57735 15893 031 4807 2395 7543 35309 


Voici le graphe des 5 premières fonctions propres paires normalisées à 1 du problème de Sturm- 


Liouville : 
y'[0]Ü=y [K[82]]=y [-K[82]]=0 . 82 N 1 - à? , a=+0.01 
` | : F f 
LX | X | -À42 40.327984 
| = 2 - / \ — -Ао=+0.660672 
À A. s L. <S XN / = -дз=+1.45774 
j 2 \/| в — -À4242.81557 


-Às244.73456 


Pour l'équation en и: 


2 
HU), ense rna) ӨН (и), оза)» AJH(u)=0 ` p e [0444] 
и sn(u,a) Ou 
La version algébrique de l'équation, en posant z=sn°(u,a), est la suivante : 
"(z)4 112 А 1 А oi '(z)4 a'z+A (z)=0 
* "2|z 21 di F | Aale -1a?z-1)" 


z=sn(u,a) et uel0,u,]=7ze lo, sn? (u,,a)| 


On utilise les développements de Fröbenius des fonctions autour de u=0 et par le changement de 
variable z=sn°(u,a) autour de 2=0, en supposant qu'ils sont convergeant sur l'intervalle [0,sn° (ua a)] 
(ce qui est vrai justement pour les solutions locales des fonctions de Heun sur [0,1[, 1 étant exclu). 
D'après l'équation indicielle les développements de Fröbenius autour de 0 sont de la forme : 


j= 
H, (z)= H, (z)Log(z)+ bx > solution régulière H, (z) 
j-0 
j= 


Comme z =sn*(u,a)=> H(u)= asn” (u,a) 
j-0 


dont nous ne devons retenir que la solution réquliére autour de 0. 


L'équation sous sa forme algébrique est une équation de Heun dont les paramètres sont fixés 
comme suit : 


ett, 24 rs BC i-o 
1 


Equation de Heun 2 =]. = z-1{z-a 
G+B+1=y+0+e 

NEN 

D - 
1⁄2 1 a? а?2+А 1 1 
WE | | | =0 =] д=- &=- 
ye) LÉ z-1 b tel "SE à ra 
"IE. 
a? 17 до? 


Les développements de Fróbenius autour du point singulier z=0 pour les deux solutions 
indépendantes de l'équation de Heun sont normalisés pour cette dernière. Il s'agit des solutions 
suivantes : 


Solution régulière en z 20 y, (z) = HeunGla, q,G, B, y,6;z)= KH 


n=0 


P, =an(y +n-1) Q,=q+(n (y +n 2Ха+1)+е+а) R = (n 2n 2+8) 
Récurrence sur b, pei s ue b,a * АБ, > 


п 


En utilisant des routines de construction formelle des développements de Fróbenius sous 
Mathematica portant sur l'équation dítes de Heine et en lui substituant les valeurs des paramétres 
liés à l'équation de Heun, la premiére solution s'identifie à la solution paire et la seconde à la 
solution impaire. On peut utiliser la récurrence pour donner une valeur approchée des fonctions 
paires et impaires tout d'abord selon l'argument z puis и avec le jeu de paramètres de Heun 
suivant : 


La récurrence à trois termes des fonctions de Heun permet une construction des solutions de 
Fróbenius plus lisible et également beaucoup plus rapide : 


der? 2'2' 2 = 
2 2 2 
P, = E Q, = a | : + З ( 1 п : R, beem Ehe 2 
я a 4a a 2 2 
Récurrence sur b, 5 ER 
b, =0 b, =] b = Kl + Аб, 


" Р 


п 


Voici le graphe des cinq premières fonctions еп и pour une condition aux limites paires : 


1-88 , y'[0]=0, y[uo]=1 . B=V1-a?, а=+0.01 
10+ —7 
MENOR e E 
w, = w j; -À,=+0.327984 
3 n D 

š _——— £ —— -А-=+0.660672 
zal -—" — -Аз=+1.45774 

F ul „7 — -А„=+2.81557 
al Edd Ae «4.73456 
DU AL == d 

— 

Lu — uu а ч Р k ENSE } kk D — НИНЕ" LITE LE CD NET PR h H 

F 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 ` 


Si les conditions aux limites sont quelconques « paires » : T(u,.v)= Хи) = f(-v) II faut tout de 
méme garder l'intégration en v sur [-K(6),*K(8)]. Car une des fonctions n'est pas paire pour autant. 
La solution du probléme de Dirichlet extérieur est la suivante : 


A u,v)= 1— ап?*(ш„,о.)вп° (v, B) 


бу) = sr (ua 8) RE EEN 
A(u.-v)e A(u.v) 


=u aspa 0 алан но Ўн) 280) 
Va 


“P Глау) "D ul] TAGS) „ ГА) Lul ВУ (v 
Lal mmer) [e |+ Абе ноло) 


у (пу) Vy Elu) 


K(B) 
dv an(v, В)Ә "he, A. [av апу, В)Ә, ° (v.2,) 
к (в) 0 
A 11.1 
Hemd 25 occurs NEEN 
T(u, ) у и) 40 (ул) 2 : = — 
Auv) © нето] : ne 1 T dn (u 2) 
a? H 4a? tog? ht 0*5 
: ; ; 2 1+4 1 1 1 2 
Avec les fonctions bi — analytiques de Heun HeunG |! a, : n yy dn А) 


А) Нало old D ваа E i pa 
+ n [a A [ A 


4 229 a 4 ?2'2'2 
l A 11.1 
= Hee selen m) 
= T(u,v)= УЕ) A,HeunG, , (i ge L L dg feme) a Ao 2 2 2 
A(u,v) 5 2a 4 222 непо а (а a) 
а?’ 4a?°2°2 72? i 


Il se trouve que le logiciel Mathematica dispose de fonctions permettant la simulation d'une 
solution approchée des problémes de Sturm-Liouville (utilisation d'une méthode éléments finis 
unidimensionnelle), de développements de Fróbenius et de l'implémentation des fonctions de Heun 
locales (celles correspondant aux développements de Fróbenius autour des diverses singularités de 
l'équation de Heun). Dans ce cadre de Mathematica, j'ai pu vérifier la construction des fonctions 
propres de Heun bi-analytiques pour le probléme de Sturm-Liouville en la comparant aux méthodes 
numériques proposées par Mathematica (NDEigensystem), tout comme les développements de 
Frobénius avec les méthodes numériques de résolution d'équations différentielles du second ordre 
(NDSolve), et l'implémentation de la solution locale de la fonction de Heun (HeunG). 


J'ai donc construit à l'aide de Mathematica, la solution du probléme aux limites sur l'iso-surface en 
question, dans trois cas : la fonction limite est l'unité, la fonction limite présente un simple palier 
vers l'unité et la fonction limite un double palier vers l'unité. Les paliers sont choisis de maniére à 
présenter sur l'iso-surface des zones bien nettes. Le graphe de la solution pour une fonction limite 
unité : 


-0.10 F 


Le graphe de la solution pour une fonction limite paire en simple palier: 


0.10 |- 


-0.10 F 
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Le graphe de la solution pour une fonction limite paire en double palier: 


0.10 
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Systëme de coordonnées < Flat-Ring > de E.G.C.Poole_ 


Ce systëme de coordonnées est essentiellement décrit dans deux articles de E.G.C.Poole de 1929 et 
1930: < Dirichlet's Principle for a Flat Ring, 1 et 2 ». La fonction de révolution du système d'E.G.C. 
Poole est la suivante : 


p+iz=g(ç)=p d ааа) ue =i(z-ip)=ig(6) 


II vient les expressions suivantes des coordonnées : 


х= рСоз(ф) v-pSin(p) z=yasn(u,œ)sn(v, В) 


E dn(u,a )dn(v,B)-acn(u,a) 
BET B-av (a.a) (E) 


B - an (u,a)si (v, В) 
z/2 Kë 
[ve [0,2K(0)x[(-K(6),K(S)] e, lieu) ei ^ —1 Kla)= | 46 -а?5т (0) Kigl-Taah-grsctgl" 


0 


R-Séparabilité de l'équation de Laplace 


Les calculs de séparabilité donnent des résultats remarquablement simple pour le système : 


2 dn(Ç ,a)-a cn(¿ ,œ) 
B 


alc 
II vient les expressions suivantes : 


sn(u,a)dn(v, В) sg en(u,a)dn(u,a)sn(v, B)en(v. B) 


sn(u+iv,a)= 


1- dn? (u, a )sn? (у, B) 1— dn? (и, a)sn^(v, B) 
LA rater B) masa (ant, Bani P) 
| 1- dn? (и, a )sn? (v, B) 1— dn? (и, a)sn?(v, B) 


dr(u, a Maly, B en(v, B) ‚© ? sn(u, a )en(u, a)sn(v, p) 
1— dn? (и, а)? (у, B) 1- dn (и, a len? (v, B) 
КӨР niç a) ee e) => <= RIRE ec ыб ee) = a sn(£,a)f(€) 
| dn(u,a )dn(v , B)-acn(u,a : 
Қана 2: 2 " "m SC ( 8) EE 
f'(u+iv)f '(u- iv) _ dn ?(u,a)en? (у, B)-dn?(v, B) 
(f(u+iv)- f(u- iv)? 4a? sn? (и, зп? (у, В) 


dn(u+iv,a)= 


= du) xiv) 


De plus 


Comme le systéme Flat-Ring d'E.G.C Poole utilise la fonction de révolution modifiée : 


Heje j ISP: сп(с,а) 


Оп peut immédiatement calculer la nouvelle expression de séparation 1+2 par le rapport des 
dénominateurs de z et p, il vient : 


dn? (u.a en? (v. B) - dn? (v. B) _ a^ sn^ (u, a)sn? (v. B) _ ап (маст (v, В) ап, B) 


iu) x.(v)= 


Ee cen? (v, B) 4еп” (v. B) 
E S 
> xiu) z; (v)= ат? (и,а) ати. В) _ DD А J 


S Acn" (v, B) zv)- (265) 


Et le système d'équations séparées en utilisant la fonction de séparation < canonique > 1/V p : 


PH) | É Léna) (=o 


ди 
ө) | | (r? IR | ER 


Et sachant les relations entre les fonctions elliptiques de Jacobi, il vient : 


Posons B=À [re -i — 


ди mE 
EE OR EE 


1 


4 


| 


ЕС M Last: 0 li ебли ина) в] ыы) 


2: 2 
a sn (У.В), р 


cn” (v, B) 


Ce qui est équivalent au système donné par E.G.C.Poole une fois développée l'expression 


sn(iv, B) = EE En effet : 


сп(у, В 


C a), (ele - Jesse) Hu) = 0 


=> + 
dov), s-[ -1e sn" (v, B) @(v)= 0 
ду? 4) сп?(у,В) 
Geen,  sn(v, B) di. osos mta) Y; Om sm ta 
SE (iv, B) = z n) et V FES = ag? 
TAD вазон) [ZE aa [тина Hw) 
P Ou 4 Ou 4 


дӯ? 


ӨӨ) LUC esee) Š Е Ce E paso? Неля.) 6) 


Et semble confirmé dans l'article de 1948 de A.Erdelyi < Lamé-Wangerin Functions > (attention la 
dérivée seconde de l'équation en v porte sur la variable v et non iv). Ce qui conduit à un système de 
deux équations différentielles ordinaires du second degré avec les notations plus classiques de 


l'équation de Lamé: 


zm б ба) ид 


du? 
V =iv 
8*O(v) › 1 а?ѕп? (у, B) _ 2 
ду? sfr à cn'(v, В) |9)-о> et) 
V 


Ji б Трн о)|өб)=0 


© 


je- 0 


Comme on a les relations suivantes : 


sn(u,a)en(iv,a)dn(iv,œ)+ en(u, a )dn(u, a }sn(iv, a) _ sn(u, a Wale, В) e en(u,a)dn(u,a)}sn(v, B)en(v, B) 


Ee 1-a?sn'(u,a))sn (iv, В) 1- dn (u,a зп? (v, В) 1- dn (u,a sn (v, В) 
Е en(u,a}en(iv,a)-sn(u,a)dn(u,a)sn(iv,æ)dn(iv, a) _ en(u, a kntv, B) а 5100.0 Jan(u, ox )sn(v, B dntv, В) 
| 1- а? п? (u,a )sn (iv, В) 1- dn (u,a)sn (v, p 1- dn (u,a))sn' (v, В) 
ditus dn(u,a )dn(iv,a)- a^ sn(u, a )en(u, a )sn(iv,o)en(iv,o) _ dn(u,a)dn(v, B )en(v, p). ;2 "en uo }en(u, a }sn(v, В) 
' 1-a?sn (и, ап? (iv, B) 1- dn (u,a)sn (v, B) 1- dn (u,a)sn' (v, В) 
SOR dn(u+iv,a)-a en(u+iv,a) _ dn(u,a)dn(v, B)-acn(u,a) WA 2 _ asn(u,a)sn(v, В) 
ptiz-y B 7 B! an (ua) (v, B) {en(v, p) (u, )s n(v Bio p сту, f) 
_ dn(u,a)dn(iv,œ)-a cn(u,a )jen[iv,a) iz = 9 за)зтіїу, a)(dn(u,a)dn(iv,a)-a cn(u, o )en[iv, а) р asd) 
В(- аби? (ина? (iv,a)) Bl -a*sn*(u,œa)sn*(iv,œ) p | 


и, 
= адр, pj er SE x-pCos(p) у= pSin[g) == yasn(u,a)sn(v, p) Z EE EECH 


) 
Bl =dr*(u,œ)sn*(v, p) 
л{2 z[2 
(уђе ок) к(в),к(В)] (8) [02] a^» p^-1 Kla)= | do(i-o'sim (0) к(в)= | aoi - sin (0) " 


0 


La solution séparée de l'équation de Laplace dans le systéme Flat-Ring de Poole s'écrit alors sous la 
forme : 


Dap oo) 


Rm Janv, p )- сти, а) 
BU - ai Ga) B) 


=> T(u.v,o)- | В(- an (наи? (v, p) yel) 


ycnlv, В (и, o Wal. B)-acn(u,a 


Le systëme d'E.G.C. Poole vérifie l'équation différentielle de René Lagrange 


Prenons la fonction de révolution £ (¿)= dn(Ç,œ)-_a cnl a) sa dérivée se calcule aisément à la main, 
g'(6)=sn(Ç ,œ)g(6 ) Et il vient après un calcul symbolique réalisé à l'aide Mathematica : 


Si l'on prend la fonction ,(¿)= ап(С,а)-а сп(б,а), il vient (etc B? y gc a . Et si 
B 4 2 48 
_ ,dn(Ç ,œ)=aœ en(G,œ) , il vient („ур 8° „4 lta? 2 I 
Cl г =) e-a 


enfin on prend la fonction : 


g 


Donc encore une fois l'équation différentielle de René Lagrange n'est pas mise en défaut comme 
condition nécessaire et suffisante pour obtenir une système R-Séparable. 


Equations implicites des iso-surfaces pour le systëme de coordonnées donnée par E.G.C.Poole 


Tout d'abord, le systëme de coordonnées s'écrit : 


Аа sn(u,a }en(iv, o )dn[iv,a)+ en(u,a ати, ax )sn(iv.a) u sn(u,a)dn(v, В) „ ; en(u,œ)dn(u,œ)sn(v, B)en(v, B) 
| 1-a?sn'(u,a)sn (iv, В) 1- dn (и, а зп? (у, В) 1- аи? (и, ат? (у, В) 
Eid ases en(u,a )en(iv,o)- sn(u,o )dn(u,a )sn(iv,a dn(iv,a) 8 cn(u,œ)cn(v, В) uso Malo. a bah, B dnt. B) 
` 1-a^sn'(u,a )sn (iv, B) 1- dn'(u,o)sn^(v, B) 1- аи? (и, ап? (у, B) 
оо dn(u,a)dn(iv,æ)-a°sn(u,a jen(u, a )sn(iv, a )en(iv,a) _ dr(u, o Wu. B niv, B) _ © *sn(u,a)en(u,œ)sn(v, В) 
1-a?sn'(u,a)sn (iv, В) 1- dn (u,a)sn (v, В) 1- dn'(u,a )sn (v, В) 
S di(u-iv,a)- a en(u+iv,a) _ dn(u,a)dn(v, B)-acn(u, a) etu Send, z _ asn(u,a )en(v, B) 
p y B Y DIS an (u, a)s (v, p) { ( p) (u, )s п B)i2 env, B) 
" dn(u,a)dn(iv,a)-a cn(u,a сту, а) jz = y tl a)sn(iv, a anta. a)dn{iv,a)- a cn(u, iu. a). iz Гоо 
D a°sn°(u,a }sn°(iv, а)) BÜ-a°sn°(u, мдя? (iv, a p | | 


) 
di(u.o ищу, B)- acn(u,a) dr(u.o ину, B)- acn(u,a) 
pli- dn (u, a )sn? (v, В)) plii- dn (u,a)si' (v, p)) 
D 
( 


(u.v) e[0,2K(0))x[-K(6), K(p)] Je, giel a^ f — Kla)= | d(i- asi (0)) K(p)= | аөб- взе)" 


Avant de donner les équations implicites des iso-surfaces provenant de l'article d'E.G.C.Poole, 
voyons comment elles se comportent aux valeurs limites de leur intervalle respectif de paramétres. 


p=yen(v. В) х=рСоз(ф) у= pSin(p) 2 =уахп(и,а)хту, В) 


Pour les iso- Re H=Ho: 
EE ene 


u, 0— сп(ц,а)=1 dn(u,,a@)=1 sn(u,o)= и, 

dn(v,B)-a  ,. 1-а 1-а 1-а dn(v, B)- œ 

LABEL Limpsy-—- Li 0 0,7 —= = B) SEP © ш 
>р=/ Benlv, B) p ch p Ке > zl p d zi S т. P) Всп? (v, B) 
ш = К(а)= eläng ls В(К(а)-ш) dna) B 5п(иьа)=1 

env. B) sn(v. В) 

= 0, = E H 
p Уи, girl y] z ro ir. ву“ y.y] 
ш, = 2K(a)= en(u e) =1 dn(u,a)=1 эти) 2K(o)- и, 
dn(v, В)+а 1+а 1+а | n(v,B)- a 
ey =у ‚+оо | z=ya(2k ищу, B) 

Ben(v, B) | B l=g Ока Ke В) 
Les cyclides sont des disques d'abord totalement aplati dans le plan (х,у) puis des discoboles pour 
atteindre une dimension infinie pour u0=2K(a). 


dn(u,. Mul, B)- acn(u,,œ) 
pt - dn (ша)? (v, В)) 


p - y env, B) 


=> р=у € [=œ,] 


Pour les iso-surfaces v=vo : 


б шайны asha) ‚м, dod) 


er ET) pli- drè (se) ss) 
sn(v,, B) =v, 
Weis В) = pa Alas) trip, 1-а Sy I Een ый ei E ha dn(u,œa)-acn(u,œ) à 
B B 1+а В 1-а p 
di(v,, 8)=1 
env.) e(K(B)-v;) 
куй so) La ht) o гау ааба) ола) 
Bee Séi psn (u,a p sn(u,a 


dn(u,a)-en(u,a) г 
Bsn(u,a) Së 


La cyclide est un anneau fin dans le plan (x,y) pour v0, dont le rayon intérieur et extérieur 
s'amenuise, et la section s'épaissit et pour atteindre l'infini lorsque vo-K(6), soit l'axe z dans son 
entier. L'anneau est dissymétrique sur sa section par rapport à l'axe z et symétrique par rapport au 
plan équatorial : 


Les deux iso-surfaces orthogonales se présentent typiquement comme un disque aplati (и=ио) 
lorsque uo«K(a), une sphère de rayon y ou un < sphéroide allongé > lorsque ио>К(а), voire un 
haricot dés lors que la limite de convexité des iso-surfaces est atteinte, entouré par l'anneau aplati 
(у=) comme suit : 


1 


J'ai tenté puis de guerre las évité de calculer les iso-surfaces du systëme de coordonnées d'E.G.C 
Poole, pour une première bonne raison, c'est qu'il les donne de manière simple et la seconde c'est 
que j'ai vérifié numériquement et algébriquement que ces formules sont correctes en appliquant 


toutes les règles algébriques concernant les fonctions elliptiques de Jacobi, en partant 


_ dn(u,a)dnliv,a)-a cn(u,œ)cn(iv, 


expressions des variables p et z du système de coordonnées : )? ` Bll-a*sn*(u,a)sn(iv,a)) 


z=-pia sn(u,a)sn(iv,œ) 
Iso-surface u=Cste=u, 


Pour E.G.C.Poole elle s'écrit très simplement : 


2.2 22 


2 J ^ D 2(„2 2, 2Ÿ 
Tx зы] al +p +2 P a T: (y? cp) (rot) 
sn (ae) зи’(иьа)-1 — o sm (u.a) sua) ` cn*(ua) ` dn*(ua) 


Iso-surface v=Cste= vo 


Pour E.G.C.Poole elle s'écrit tout aussi simplement : 


2,2 


4y'z 


(e 2р0] арос Ду?2? (у? Sm ора) 
sn) (iva) sm(iv,a)-1 asn liv, a)-1 sn liva) cn "nol ` dn liva) 


Soit comme : snfiv ,q)=i sv. В) = зт (іу, , œ)=- si (v.p), il vient : 


er, B) ` oh, B) 


4y'cn (vs. B) 
snvo B) 


(у? + p? 4 гў =0 


гор php ef 


Soit : 47? 2 3 2 2p oi 2. 52422F =0 
sn? v. B)” di a 2) Ae al SS +2) 


Quelques caractérisations des iso-surfaces du système E.G.C.Poole 
Pour les iso-surfaces uuo: 


Е dn(u,,a )dn(v,B)- œ cn(u,,@) а dn(u,, ману, B)- a cn(u,, ox) 
ЖО кк aba e B) В) gl aaa.) 

us D cn(u,,a)=1 ап(ц,а)=1 sn(ua)= ш 

+ p = EPS Lim p = 7e Lim p=0 >p я = z=7au,sn(v, В) —— 


Ho = K(a) 9 en(u, a)= B(K(a)- m) dl, ole В sn(u,. o )= l 
= | = СА 


сту, В sn(v, В) 
dn(v, B [ ғ TT (v, p) 


ш=2К(а)= en(u,,a)=-1 ати, а)=1 sn(u,,a)=2K(a)-u, 


= p= — Ë Я nis = z=ya(2K(a)- p, enke, g) Ва » 


B cn(v, B) B Bcn' (v, B) 


des 

a) 

апу, B)- a 
Ben" (v. В) 


=0 


Pour les iso-surfaces v=vo : 


dn(u,a)dn(v,, B)-a cn(u,a) 


_ dn(u,a)dn(v,,B)-aen(u,a) ` ` 
p = y en[v,, B) B 1-dr*(u,œ)sn (vo, 8)) 2 y asn[u,a)sn[v,, В) В(- dn (u,a)sn?(v,, B) 
snvo B)s v, 
velis oo. ат = p x y da )- aeria) = ыў E 9 E E dn(u,a)-acnlu,a) | 
B B 1+а f 1-а B 
di(v,, B) =1 
сти, B) = a(K(B)-vo) 
ve K(B) donis B) STEEN Ehe 
4 д Bsn°(u,a) Bsn(u,a) 
n(v,, B) = a 


dn(u,a)-cn(u,aœ) 
ваа SZ 


ws-K(B)2 ps0 — ze-y 


Point d'intersection des iso-surfaces avec l'axe des z et le plan équatorial, points extrémaux des 
cyclides (tous les calculs sont présentés sur le plan méridien (p,z) à deux dimensions 


Pour l'iso-surface и, pour obtenir l'intersection avec le plan équatorial, on pose z=0 : 


(y? - p? Ы] E о? (y? tp «zy | Мапи, о) £ o en(u,a) 


=> e=tl 
сп? (и, а) dn (ua) j á an(u,a)+e a cn(u,a) 
1-а 
u=0 p=+ 
ET Jdn(u,a)-a cn(u,a) 
Comme pour D Ee=l> EE 
Alto an(u,a)+a cn(u,a) 


Pour l'iso-surface u, pour obtenir l'intersection avec l'axe z, on pose p=0, mais avec les équations 
paramétrique des coordonnées (р,2) : 


dn(u,a)dn(v, B)- a cn(u, a.) 


dn(u,a)dn(v, B)- a cn( u,a) 
pl -dn'(u,a хп? (у, B) 


В1- an^ (u,a)sn2 (v, В)) 


z(u,v)= ya sn(u,a)sn(v, В) 


p(u,v)= уст, B) 


à savoir que l'intersection est atteinte lorsque v-K(6) ou v=-K(8) d'où la solution est la suivante : 


dn(u,a)-cn(u,aœa) 
B sn(u,a) 


Pour l'iso-surface v, pour obtenir l'intersection avec le plan équatorial, on pose z=0 dans 


Ç (y2+p° +22) =0, 


2 
l'expression : _ 17 C as y 
2 
sn vs B) 


dn (v, B) 


il vient : diva В)? p? )- ea(? + p*)=> e = +1 p =+ 


L'iso-surface v n'intersecte jamais l'axe z. 


Les positions extrémales de l'iso-surface u s'obtiennent par dérivation de la fonction implicite : 


Ho? 2? u)= Ayz (^-p-zy ay +p +7) =0 
7 77 sm(ua)  cn(u,a) dn'(u,a) 
)=0> f(x. y. d) s fosa) y 
Ox Oy 


Posons x=p? y=z = f(x,y, u 


dx FERA fas dy WO) uu 
dy Oy Ox dx Ох ду 


Remarque : en utilisant les variables х=р? et y=z°, on élimine de facto les solutions triviales : 


Oe za _ dx feyu), Qy) — Oleznl _ dy ш) >. дуи) 


др dp Ox Ox Oz dz ду ду 
Positions extrémales еп z of(p.z u) =0<S p=0 ou fts y u) =0 
др Ox 
Positions extrémales en p SUR 0 of Gy. м) 0 


Sz=0 ou —————= 
02 ду 


Les positions extrémales en р de l'iso-surface и s'obtiennent donc par l'annulation 


= -0 f (x.y. w) _ 0 y=z. Cela permet de résoudre une équation du premier degré en fonction 
у 


de la somme р?+2?, puis de reporter l'expression dans l'équation implicite de l'iso-surface pour 
obtenir l'expression solution de z^, et donc de р?=(0?+2?)-?. Après toutes ses manipulations 
réalisées par Mathématica, j'obtiens les coordonnées de 4 points extrémaux : 


p у? Е = y (en? (ua) - a? di^ (и, о) 
B'sn*(u,a) B'sn*(u,aœ) f 
= p= y _ Ven (u,a)— a° an (u,a) 
B sn(u,œ) B’sn(u,a) 


Le graphe suivant illustre deux iso-surfaces, l'une correspondant à u-K(a) qui est un cercle de rayon 
y, et l'autre une iso-surface concave avec 6 point extrémaux en р, et deux points extrémaux en z. 


Ces 4 points extrémaux ne sont pas définis lorsque cn?(u,a)-a?dn?(u,a)< 0: Dans ce cas l'iso-surface 


est parfaitement convexe. La limite de convexité/concavité de l'iso-surface est atteinte lorsque : 


cn'(u,a)- o? di (и, м) = a? В? + ‘сп? (u.a) > Bea? деи? (м,а)= а? P? 


а 

u=cn |= а 
| = J 
=> (а) = cn(ma)=+*- "=> = ou 

a 
a 
и -2K(a)-cn^ a] 
el > 


La frontiëre entre concavité et convexité de l'iso-surface est donc établie pour l'iso-surface : 


cn(u, o) Kees 
а 


a 
> u=2K(a er | a] 
(a) 41a? 


Pour ce qui est des points extrémaux en z de l'iso-surface u, il n'y en a pas d'autre en dehors des 
points d'intersection avec l'axe z, déjà calculés. De méme pour ce qui est des points extrémaux en p 
de l'iso-surface v, il n'y en a pas d'autre en dehors des points d'intersection avec le plan équatorial 
z=0, déjà calculés. 


Les positions | extrémales en z de l'iso-surface v  s'obtiennent par l'annulation 


` - ( Bag =0 хер”. Cela permet de résoudre une équation du premier degré en fonction 
X X 


de la somme p°+z°, puis de reporter l'expression dans l'équation implicite de l'iso-surface pour 
obtenir l'expression solution de z^, et donc de р?=(р2+2?)-2?. Aprés toutes ses manipulations 
réalisées par Mathématica, j'obtiens les coordonnées de 4 points extrémaux : 


2 _ oi -cn'(u,a) 2 _ , а?ѕп?(и,о) 
mu amm l farina) 
no a? «cn (u,a) z -+y 99149) 

В cn(u,a) В cn(u,a) 


Le graphe suivant illustre les positions respectives de tous ces points : 


ya «cN[v. P a sN[v. À] 


— y E 
BcN[v. B? Bcw[v. 2] 


и 


E 


DN[v.a]+ a /ToN[v.a]- a DN[v.a]«a 


-y d AP 
Y ON[v.a]- a { oN[v.a]« a V DN[v.a]- a 


ye? + сми, 2] 


Ben[v. B?) 


Inversion du systëme Flat-Ring d'E.G.C. Poole du plan méridien cartésien vers le plan des variables 
et Graphe de contour du systëme 


Il est plus commode d'utiliser la fonction de révolution pour réaliser cette inversion : 


dn(£,a)-acn(£ ,o) 
B 


p+iz= g(¿)= => dn(Ç ,a)=a сп(С,о)+ В(р+12) 


= В? +a*cn* (Ç ,aœ)=a?cn"(Ç ,a)+ P*(p+izY +2a Ben(Ç ,a\(p + iz) 
= Rel „il В+), | 

(l-l +iz}) й re | 2a B(p+iz) ` ) 

2a B(p+iz) v= mler (Elet a) 


2а B(p+iz) ' 


=> en(c,a)- p 


Il peut être utile de déterminer l'inversion dans des cas limites de valeurs des variables p et z : 


dn(u,a )dn(v, B)-a cn(u,a) 
DU ап?(и,а)ѕп?(у, 8)) 


dn(u,a)dn(v,B)-a cn(u,a) 
bi- dn? (u,a)sn° (v, В)) 


p = y cn(v, B) z - y asn(u, a )sn(v, В) 


= апу, B)-a P l-a |1-а 
2=0— " Ве в) |" B Na Sob f)=2r 2 Ро 
= py =P 
DEM 
_ ап(у,В)+а I ba. Wu 
z=0— E B cn(v, B) É B É ieu => сп(у, B) - 2y = ЗВ I 
- Вр =Y 
u =2K(a) 
Y 1-а 1+а 
= (d 15 2,2 
TO g a) a cn(u,œ)) HS Solia Er 
2ya р 
v=0 
2z 
каше 2.2 | 7 2 2 
Discontinuité де у sur le plan équatorial ке (y =#) 
p=0=> => Y drip or) -a сщ(ш,а) (e —1iu-sn! 227 ,a | pour |< y 
В sn(u,a) [- 2,0] Мау? + po =? 
v 2iK(B) Р 
u - 2K(a)- sn" ш =,0 | pour GET 
Ау? + В2(у2 — =?) 


En traçant le graphe de contour de la variable u, on constate qu'il n'y pas de discontinuité dans ces 
valeurs quelques soit la position sur le plan méridien : 


En revanche le graphe de contour de la variable v met en évidence la présence d'une zone de 
discontinuité dans ces valeurs qu passage du plan équatorial : 


II est clair que la discontinuité de valeur de v au passage du plan équatorial induit des contraintes 
de continuité et de continuité de la dérivée premiëre à cet endroit. 


Paramétrisation de E.G.C.Poole 


Dans son article de 1929, < Dirichlet's Principle for a Flat Ring », E.G.Poole n'est pas très clair quant 
aux domaine rectangulaire des variables u,v . De mon coté j'ai choisi le domaine suivant : 


ue 0,2K(a)] et vel K(5)K(9) 
É =u+iv 
s 


p+iz= 


Tandis qu'E.G.C.Poole choisit pour la variable и le domaine : u e |0,4К(а)|: Effectivement се 


domaine parvient à décrire correctement le parcours sur le périmètre d'une iso-surface v= vo: 


N (ay thaal (Re[7] Im[z]) 
_ Zu p+K[al+l v <= CNiy+Kia]+ v.a ,Re[2],Im[2]) 


+! v,al-a СМ 
B 


ç = S +2Klal+l v.a 5 CN[u+2 Kra]«! v.a] 4Ве[4],1т()} 


1 4Ке[4),1т()) 


aKa] 


Toutefois pour le parcours d'une iso-surface u= цо, si l'on choisit y = [o K(B)] alors la surface est 
incomplétement décrite (un seul hémisphère), et si le choix est v = É K(B) K(B)} alors les iso- 
surfaces u= Ho pour ц, є [0,2 K(a)] sont identiques (à l'inversion de signe prés) aux surfaces 
нуе P K(a)4 К(а)|: Donc le choix n'est pas univoque. Il faut donc simplement interpréter le choix 
ue [0,4 K(a)] d'E.G.C.Poole comme un raisonnement pour établir les propriétés de parité, période 
anti-périodicité des fonctions de Lamé en и. 

Remarque : concernant la symétrie géométrique des iso-surfaces v- vo. Il est clair qu'il y a une 
symétrie par rapport au plan équatorial, par contre le point и= K(a) ne correspond à aucune 


symétrie évidente telle que l'on pourrait la rencontrer sur un cercle par exemple. Aussi dans un 
probléme où les conditions aux limites f(u) présenteraient une parité négative par rapport à 
и=К(а), telle que ! f(u)» -fGK(a))- и), ne sont que purement académiques et offre moins 


d'intérét théorique. Par contre des conditions aux limites constantes sur chaque hémi-cyclide mais 
opposées de part et d'autre du plan équatorial serait déjà « plus réaliste » : 


Reess и) 
f(u)- -f(u) e f(u)=-f(aK(a)- и) 


Contrainte de continuité de la solution du problème aux limites 


Considérons que la forme d'une solution séparée de l'équation de Laplace, se présente sous la 
forme : 


T ED eech 99040 


усту, B Ydn(u.,œ)dn(v, 8) аспи, a) 
Avec Ф(ф)= Cos(m(p-9,)) meN 


Et partons des deux équations de Lamé obtenu aprés séparation de l'équation de Laplace dans 
laquelle le paramètre À est lié à la valeur m par l'expression suivante ` A2m-1/2. Je vais suivre ici le 
raisonnement introduit par A.Erdelyi dans son article de 1948 « Lamé-Wangerin Functions ». 
Prenons par exemple l'équation différentielle dans la variable v, et choisissons un développement 
de Fróbenius de l'équation de Lamé autour du point à l'infini (sous forme algébrique de l'équation 
de Lamé). Cela équivaut au développement suivant : 


y"(z )+ (n- A1 (4 +1)a*sn?( 2; a) ))- 
Singularité à l'infini sn (2, m y'(z)- ри. a)y(z)=0 < développement de Frobenius 


Si уба) = sw (a)= y'(z)- (А +1)a*sn*(z,œ)y(z) = зт (za y[y+1)-4(A+1) 
Dy=À ou у=-А- EUM Lan Gus a) Pour z — œ 


WEED Can ау ue a) meN 
Étant donné que m>=0, la seule solution finie à l'approche de la singularité est donc de la forme : 
51? (2,4) œ 
meN 


1 
yz) =C, sn ? (za) 


Les seules valeurs de z pour lesquelles la singularité infini se présente sont celles oü z est purement 
imaginaire. Et dans ce dernier cas, la singularité est « atteinte » précisément pour : 


z-ix sn'(ix,a)- – 


Singularité pour x = +K(B) 


On verra que par la transformation de la seconde équation séparée, on peut naturellement 
introduire une coordonnée du système géométrique purement imaginaire. En effet on peut écrire : 


тото) HAE n Et el Hu brua) o zen 


dn(u,a )- спи, о) сту, B (nu, a) enu, a) Ven 


2M WIRE sn "e. pÈ - 
" m 
di) В) а en "(v, 


v>+K(B) ve sn ?(+ К(В),8) 


p œ alen ol" 
DETTE 


=] 


Dans le comportement de la solution, le seule terme susceptible de ne pas s'annuler à l'infini sera 
donc celui de m=0. Si l'on en revient à la solution de l'une des équations de Lamé, il s'agit donc 
d'assurer la finitude de certaines limites, dans une fonction dont le développement serais le 
suivant : 


І=+0 1 
y(z = sn[ za 3 E AE 2,0)  |sn(z,a p y(z) fini Lorsque z= zik (B) En n =) 
EE cnix, 


Fonction de séparation du systéme Flat-Ring d'E.G.C. Poole 


Comme la forme des solutions est R-Séparable, nous écrirons : 


H(u)e(v (p) 


Т(у) 
(шу) 


ето BlL-dn°(u,a)sn°(v, 8) y (eve) 


усщу, BXdn(u a Mar, p)-acn(u,a 


Or le terme de la fonction de séparation induit une singularité essentiellement sur l'axe z, là oü le 
rayon méridien p(u,v) s'annule soit pour toutes les valeurs de и (excepté 2K(a)) et v=+K(6) ou v=- 
K(8). Par exemple lorsque u->0 il vient : 


_ y dn(v, )-a N dn(v, B)-a 5 p en 
AU ii v. B) 0 env, We (K(B)&v) pou vetK(B) 
„ P (к 2 1 De 
plov) (K(8)+v)= m кре! L Salt 


De méme il convient de s'assurer que la fonction de séparation s'annule à grande distance, afin que 
cela ne puisse engendrer de contraintes supplémentaire sur les solutions. L'annulation de la 
fonction de séparation à grande distance sur le plan équatorial correspond aux valeurs des 
variables (u,v) suivantes : 


dutt METRE) c stakes 


ausgin иок а An реек 


Pour l'axe z proprement dit : 


Cela signifie qu'il conviendrait que la fonction de révolution s'annule pour toutes les valeurs 
extrémales du domaine (u,v), ce qui est bien le cas puisque la fonction de séparation est l'inverse 
de la distance. 


Problème électrostatique sur l'anneau aplati : Iso-surface v=voet v=-vo 


Soit à trouver la répartition du potentiel électrostatique lorsque ce dernier est donné par deux 
fonctions f'(u) et f (u), sur les deux iso-surfaces v=vo et v=-vo: 


720). f, (o? teta) tria) -o avec ue[0.2K(a)] 


leën 


Tuvo) „n =F mp) Tuvo), = f (mop) 
T(u,v,p)= віп.) H, „(uO „(у)Ф„(ф) 
А) | И) 


yen(v, B Kanu, o )dn(v,B)-acn(u,a)) 
Avec Ф(ф)= Со5(т(ф-Ф,)) meN 


Sans dépendance azimutale, seule la valeur m=0 est retenue et la solution recherchée est de la 
forme : 


P i | | EIER avec u e[0,2K(a)] 
Git [ "en 0 avec ve[-K(8)-volulv. КО) 
T(uv) , =f"(u) Thv) n =f (u) 


T(u,v)=R(u.v)). H (u) t) 


e p 1- dn? (м, а зп? (у, B) > B 
а ne Jven(v. B) 


Je vais volontairement me restreindre au cas sans dépendance azimutale, pour ne pas alourdir la 
discussion (car dans ce cas il faudrait ajouter à la symétrie du plan équatorial, les 4 symétries de 
l'angle azimutal @). Une des différences entre le cas m=0 et m» 0 réside dans le choix du 
développement de Fróbenius, à l'approche du plan équatorial z=0, soit à la singularité + ee ои -= 
de l'équation de Lamé. 


S(u.v) 


La première équation en и est un probléme de Sturm-Liouville. Par la nature géométrique du 
système de coordonnées d'E.G.C.Poole, la fonction de variable u doit prendre la méme valeur 
lorsque p est translaté de 4K(a). C'est par un raisonnement de transformation conforme du plan 
complexe (p,z) vers (u,v) que l'on effectue une boucle autour de l'anneau aplati et l'on revient à la 
méme position de départ. C'est ainsi qu'il en déduit que : Hu *4K(a))- H, (u). la fonction doit 
donc étre périodique par nature. 


Par le principe de superposition, on peut toujours ramener le problème aux limites de tel sorte que 
les deux fonctions limites sur les deux hémi-cyclides z >O (soit v=v.) et z <0 (soit v=-v.) soient 
symétrique (de même valeur) ou anti-symétrique (de valeur opposée). Faisons une supposition 
supplémentaire sur la condition aux limites, soit qu'elle soit de parité positive par rapport à K(a) : 
f'QK(a)-u)- (и) et f QK(a)-u)7 f (u). Cette condition semble parfaitement 
réalisée lorsque la fonction limite est constante sur chaque surface des hémi-cyclides opposés. 
Dans le premier cas la dérivée première de la fonction doit s'annuler en и=0 et u-K(a), tandis que 
dans le second cas la fonction doit s'annuler en u=0 et sa dérivée premiére s'annule u-K(a). 


Mais ce raisonnement péche en un point, c'est que le développement en série de fonctions propres 
ne se fait pas sur la valeur de la fonction limite, mais sur cette fonction limite que divise le terme de 
séparation. Et dans ce cas, la décomposition symétrique doit se faire sur les deux expressions : 


AO ES et g (u)= 


ES 


(uva) 
Ces deux expressions cessent d'avoir la symétrie des fonctions limites d'origine. Autrement dit les 


deux types de conditions aux limites conduisent en réalité aux quatre fonctions de Lamé 
périodiques connues pour un paramètre demi-entier, m-1/2 : 


H,(u)= Ec” (u,a) ои ` H,(u)= Ec" (u,a) 
2 2 


Н (и)= Ез (ua) ои — H,(u)= Es" (ma) 
2 2 


Les valeurs caractéristiques h sont alors celles des fonctions périodiques de Lamé : 
2l 21+1 
h, = а (a) ou h, = a^ (œ) 
2 2 
21+2 2141 
h, = b (a) ou h, = n (a) 
2 2 


Ces quatre jeux de fonctions périodiques représente un système orthogonal complet de fonctions 
propres pour le probléme aux limites homogène correspondant en и. 


Remarque : pour être plus précis, évoquons des conditions aux limites modifiées quelconques g'(u) 
et g (u), qui par convention sont formellement liées par les égalités g*(-u)=g (u), g'(u)7g (-u) et la 
périodicité 4K, g'(u*4K(a))-g'(u), g (u+4K(a))=g (u), méme si le domaine и est seulement restreint 
à des valeurs positives entre 0 et 2K(a). On peut alors construire un jeu de 4 conditions aux limites 
suivantes qui par principe de superposition reconstruisent les conditions aux limites originales, et 
qui chacune présente des propriétés de parité autour de 0 et de K(a) particulières, les connectant 
aux 4 types de fonctions de Lamé périodiques (2K ou 4K) : 


{> AD IIO е ш) е к(а) и) 200) € ()- аи) p (u) Be2 (ша) 
>&(-и)=а(и) &(2К(а)-и)= (и) Es 
z (= EUe Biel n) s (и) в BKO) Al p) e) à el adden НЦд)= Ec" (ua) 


2 


= g,(-u)=-g,(u) 8,(2K(a)-u)=£,(u) 


(= е ale (и) в ОЖ) ë (u) 


= e и)= ein) g,(2K(a)- и)=-вз(и) 


ви) We EKo) e Ge (00а) и) zial g (u) $ Il edel Ни) E (ua) 


> g,(-u)=-g,(u) g,QK(a)- u)» -g.(u) 
Et par composition e (u)-7 gu) е›(и)+ g,(u)+g,(u) g (u)7 g(u)- 2. Qu) е,(и)— (и) 
/'(и) f (u) 


2") res et 2) ру.) 


š (м)= в. (и) > H,(u)= Ез (uma) 


Les deux exemples que je prend sont : 


T(u.v) 


v=vo = AB ES V, oH T(u.v ),... = -T(u.v),.. .. 2 V, 
Ce qui place de facto les problémes dans les quatre types de conditions aux limites. 


La deuxiéme équation différentielle de Lamé en v se résout par la construction d'un développement 
de Fróbenius autour de la singularité ee, dont on donne la forme : 


dv? | 4 сп? (v, B) 


d’@(v) |, | |» d "CP lop)-o avec  velv.K()] 


2т-1 
ev) 627 4 uu 2m+3 |, 1. am 


sis sn*(v, В) 16 Paie 4 ” 727 sn?(v.f) 
3 m а? (2m41 1 -3a? «2mB?)- 4h. 2m «1 2m+3 poc 
= H. Н 14 ; 
(en (v. В)) ^ HeunG, ГЕ š 168? Кл “т? moore (v. B) 
1 
e(v)- cn? (v, B) sin: a? 1-a?^-4h 1 3 joo cn*(v, B) ) _ 
ve 5т? (v, B) VK 16 4 4" 72" sn°(v,B) 


2 1-3a? —4h 1 1 
= /сп(у, p )HeunG, PR 3a > А EU :cn°(v, B) 
В 16 В 44 2 


Avec @(-v)=@(v) 


La récurrence du développement autour de l'infini s'écrit alors comme suit lorsque l'on se réduit 
uniquement au cas т=0: (toujours plus efficace que d'avoir recours aux fonctions de Heun 
implémentées sous Mathématica) : 


2 2 п=+0 
@(v)= „/сп(у, B in| Жн е, И ;cn (v, Lët? ) Y` A,cn”"(v, p) 


p 168° 4 4 2 n=0 


2 L 2 
ПЕЕ ИИ Ва? +4h-1+8n(2n4 ше: 16n +16n° f1-a°)4, , 


16a n+l 


La prise en compte de la condition aux limites symétrique conduit aux expressions suivantes : 


is _ „е. гй l-dn’ (u,a) kv, p) Æ ) 
тшу), - T(u, Le V, Кр, ) yonv, P) Ce a усу, 8) S(u, ) 


cn(v,, В QX Tu, v, )= gun T ве! (u, AE (u,a |+ 


Ken 
2180 2к(а) 
KEE leger 


2 


En posant Ө, (v,v,)= 


l=1,% 


2K(a) 2 2K(a) ° 
| du [ete | du С) 
2 0 2 


0 


La prise en compte de Іа condition aux limites anti-symétrique conduit aux expressions suivantes : 


1-dn°(u,a вт? (v. В) S(u,v) 


E EE 
eu He maed ү 
En posant бил) =, Sum = s Thu) и) Ал) E (и, a)+B,Es* ш, e) 


Kë ail fe. 1 [А a!) ў 2 1 1 Ich 
, 2[S(u,v,) SQK(a)-uvw)/ 5" , 2[S(u,v,) SCK(a)-uv)) = 


2K(a) 2 2K (a) d 
| du [e | ДС ua ) 
2 0 


0 


шу} =K, Tal 


> A, = 


Les solutions des deux problèmes électrostatiques sont donc les suivantes, pour le premier 
problème symétrique et de potentiel constant : 


1- dn°(u,a)sn°(v, B) 


T =P = h E 21 2 h == 2-4,2 = 
D EG ede) Ac) save E 
2K(a) 2K(a) 
1 1 1 1 1 1 
du I Ec" (u,a? du | ° "lua 
MDC о CE m 
2 2K(a) 2 SC 2K(a) 2 
| du Ece) | a (seran) 
0 2 0 2 
oi 
Hie: e 2 Чу, p 
4, а 
ay" 1 a z 
d "el? EE ww irl I) 
T(u,v)=V,S(u.v) Y ы 
, "To , 
H SE 13,1 
nt. p paty” erh, al 
+В, Ёз" | u, a 7 
1-3 E 13,1 
2 "el Gi = 214 m) 


Pour le second probléme anti-symétrique et de potentiel constant sur chaque hémi-cyclide : 


d 1— dn (u ol? (v, p) 
T =Й, T =V, о mb  S(u,v)= 
ей: Ta). s и d e) ^ E ) 5») RE acn(u,a) 
2к(а) 2K(a) 
1 1 1 1 1 1 
du | Ec?" ua? du | Ja ua? 
A | ds mo) * | | В, = | 2\ 5ш) SQKIa)- у) 4 | 
21-1 2K(a) 2 27 2K(a) 2 
| [seen Га [Pet ua) 
0 E i E 
2 2 
um Eo 413 ;cn «n 
enu 168 4 
ya Ë e a? = 
Se ? RT Е — y | KEN ;cn m 
v>0 T(u,v)=V,S(u,v) Y. di 
m [= e ei 13 A 
Ne p ээ dl ‚С ШЇ) 
d 44 2 
+B, Ев | (u, a? SS п 
2 GE E: p zs 2: KEE ert) 


v«0 T{u,v)=-T(u,-v) 


Voici les premiëres valeurs propres des 4 fonctions de Lamé périodiques pour un parametre 


a?=0.5 : 


ко? )= 


` |781.5836609747967, 879.2003824078579,982.5592639402125, 1091.660305569678, 


45.86940979239614, 71.70912627504984,103.29100465362632, 140.61504396374212, 
183.681243808519,232.48960400001013, 287.04012443978684, 347.3328050722175, 
413.3676458639282, 485.144646793909, 562.6638078483904,645.9251290180479, 


` |734.9286102963833, 829.6742516787529,930.1620531617739, 1036.3920147429214, 


1148.3641364202917,1266.0784181924312, 1389.5348600581922, 1518.733462016688, 
1653.6742240672008, 1794.357146209164, 1940.7822284421068,2092.949470765647, 
2250.8588731794835, 2414.5104356833394 

0.6186726679589807, 6.391929974778787, 17.876396220517275,35.10286299044017, 
58.07149769213461,86.78229530835543, 121.23525422424767,161.43037383399468, 
207.36765386843902,259.0470941930275, 316.46869473437886, 379.6324554496904, 
448.53837631262337, 523.1864573062492, 603.5766984192809,689.7090996439562, 


1206.5035072945898,1327.0888691136693, 1453.4163910258962, 1585.48607303048, 
1723.2979151267828,1866.8519173142795, 2016.1480795925688,2171.186401961294, 
2331.966884420173, 2498.4895269689714 

0.6807640934432326, 6.3923372356278785, 17.876397530701063,35.102862993914684, 
58.07149769214281, 86.78229530835566, 121.23525422424781,161.43037383399482, 
207.36765386844007,259.047094193028, 316.4686947343795, 379.63245544969016, 
448.5383763126241, 523.1864573062487, 603.5766984192817,689.7090996439563, 
781.5836609747978, 879.2003824078572,982.5592639402121,1091.6603055696771, 
1206.5035072945918,1327.0888691136697, 1453.4163910258956, 1585.4860730304783, 
1723.2979151267834,1866.8519173142813, 2016.1480795925672,2171.186401961295, 
2331.9668844201738, 2498.4895269689696 

2.8004064512410842, 11.416471810681346, 25.771858066898893,45.86940979222393, 
71.70912627504929,103.29100465362633,140.61504396374266, 183.6812438085189, 
232.4896040000098,287.04012443978615, 347.3328050722161, 413.36764586392854, 
485.14464679390676, 562.6638078483909, 645.925129018048,734.9286102963816, 


` |829.6742516787535, 930.1620531617696,1036.3920147429208,1148.3641364202924, 


1266.0784181924294,1389.534860058194, 1518.7334620166885, 1653.6742240672015, 
1794.3571462091604, 1940.7822284420968, 2092.949470765647,2250.8588731794803, 
2414.5104356833353, 2583.9041582770055 


-0.06855455728414352, 2.8064369846031947,11.416495765922473 ,25.771858135407037, 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problème symétrique : 


T r r т т т т т т т т т т т т т т 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problème anti-symétrique : 


A titre de comparaison voici les solutions et graphes des mêmes types de problème en coordonnées 
toroidales. Donnons tout d'abord la formule d'inversion permettant de revenir aux coordonnées 
cartésiennes à partir des coordonnées toroidales : 


n +i0 = aco {PTE | = 2 ArcCotanh( PIE) 
a a 
p= lx? + у? 


Les solutions respectives des deux problèmes aux limites électrostatiques sont les suivantes : 


T(.0), =" (т.0)о= п el0,1,10 elz] 


P ,(Cosh(n)) P ,(Cosh(n) 


n 


n=l; 


zt ap dh UE са >O reet, 


2 P (Cos, > 2. i (CosA(, Learn Cos(n9) 


== n—— 


2 2 


=-V, 0e[=z,0] (n.9)=Q = іп e |0,1,19 =[-л,л]} 


n=l; 


T(n.0), , =V, 0 € [0,7] T(n,0) 
Cosh\l, J)— 

т en NCA CE) Y У [o "T ig б.) зы 4i 

cm л? ,Ê„ „S. (2m +1) Р (Cosh, 


Problème électrostatique sur l'iso-surface uuo 


Soit à trouver la répartition du potentiel électrostatique lorsque ce dernier est donné par deux 
fonctions f'(u) et f (u), sur l'iso-surface u-po : 


"Kl. (o? 1 emo ra) o avec ues 2K(a) 


Ou 
e?e(v) : 2 1 a? sn (у, 8) = 

ду? С J en (v. В) lov) О avec v e[- K(8), K(B)] 
T(a.v,o),, o five)  T(u.v.0o)=R(u.v)2 H „(u)0,„()@„(p) 


Az B — ая? (и, аи? (у, В)) 
к(д,у) c D) 
Avec Ф(ф)= Cos(m(p -9,) meN 


Sans dépendance azimutale, seule la valeur m=0 est retenue et la solution recherchée est de la 
forme : 


C H(u) A L | EIER avec u € [n,.2K(a)] 


ди? 
G PN E 


Tv), =f(v) ` Tac: Roe)» Sinn) 


B | 1— ап?(и,о)ѕп? (у, B) 
yen(v, В)\ dn(u, о)ап(у, B)- een(u. o) 


R(u.v)- 


Considérons l'équation différentielle sur la variable u, il s'agit d'un développement de Frobénius 
autour de la valeur 2K(a), soit équivalent au développement autour de la valeur 0, dont il existe 
deux formes l'une paire et l'autre impaire, et pour lesquels voici les récurrences pour m=0 : 


H'(0s0 et H'^(0)-0 


H (0) = Hem | E Я | : Í Р : ; (EI У A i" (u.a) 
n=0 


aU dg YI. 

h (пао?) +(3-4n) a4, , 
TIVE Su 1n +1) 

H (0)=0 et H°(0)40 


n=+0 


2 
a EUM Piera) ema] Bola) 


c 4a 4422 21 


T Any (ie? )-n]B, -(1-4n}a?8, , 
CDM 8(л+12л+3) 


_1-h+ a° 


В,=1 B, 


Considérons maintenant le problème aux limites sur la variable v, c'est un problème de Sturm- 
Liouville dont il convient d'exhiber deux solutions indépendantes soit paire, soit impaire, à savoir 
une catégorie de fonctions de Lamé-Wangerin : 


D H 1 1 
Substitution de notation VERS et PEN et xv 


Ре ask сп(у Ву 
Sal 248 ° Ë 


2 al 
MRN guar As 
r= Se 2r+— 
Е? (v, а) = ѕп(у, )Y B.B 2 cn(v,D) 2 : 
72 r=0 (an(v, B)+a)""2 


=> valeurs propres h, 


=> valeurs propres й | 


CHE ( : |2, | jJ) һа?) 2 i rear pa, -0 


Remarque : contrairement au probléme électrostatique sur l'iso-surface v-Cste, la fonction de 
séparation ici n'introduit pas de rupture de symétrie de part et d'autre du plan équatorial, car cette 
derniére est une fonction paire de la variable v. Par ailleurs le comportement des termes du 
développement sur le plan équatorial rétablit la continuité des valeurs dans le cas de conditions 
aux limites anti-symétriques, car toutes les iso-surfaces g-Cste s'inscrivent au delà du rayon 


équatorial : „ [1-4 , Entre le rayon équatorial ДЕ еї n , la variable v s'annule, donc c'est 
1+а 1+а 1-а 


la fonction F*"(v,a) qui s'annule et pour un rayon équatorial supérieur à y П+а Ja variable и est 
2 1-а 


constante égale à 2K(a) et dès lors c'est la fonction H (u) qui s'annule. 


La prise en compte de la condition aux limites symétrique conduit aux expressions suivantes : 


B 1- dn°(u,a }sn°(v, В) B 
T $ = V, R , = = e | 
(u 9x 0 (и Y) ycn(v, B) pee yen(v, B) и S 
кш) Pal 
H; KR $ ) 
а DT 24 
Еп роѕапі H, (u,u)= mrs)" Ten 5и) У, AP, a) T, et KE =V, m Ho 


E EZ) 


La prise en compte de la condition aux limites anti-symétrique conduit aux expressions suivantes : 


p 1- dn (и, ат? (v, В) B 
T{u,V Ји = V, Tlu, jeu = = R(u,v)= = Stu, 
(u d 0 (u 2 o Ки) Vrenlv, В) jekta Jyen(v. p) (u,v) 
| F (v.a) 
= dy 2 
En posant Hun: A (u) = T(u,,v)= S(u,,v) Y, BEI (v,a)= V, et By: =V, SU) 
H, (m) eg 73 K(p) 


| av (Fr) 


0 2 


Les solutions des deux problèmes électrostatiques sont donc les suivantes, pour le premier 
probléme symétrique et de potentiel constant : 


T(u,v) =V, S(u,v)= l | 1- dn (пап? (v, B) 


cn(v, В) dn(u, o Maly, B)-acn(u,a) 


l h, 1111 
HeunGj| — rss sn (u, 
T E PAT ) 


1=+%0 


_ TOI 
T(u,v)=V,S(u,v) Y АЁ“ (v.a) h, 111 E 


] 
Ft 2 HeunG,| =>, i=. =>, =>. =I SH [u a 
[z 4a? 454 5/9 (u, ) 


Pour le second problème anti-symétrique et de potentiel constant sur chaque hémi-cyclide : 


l 1- dn/(u,a )sn (v, B) 


T =№ = V, T , и=ш — — ,V)= 
uk =V, Tlu) =V, Slav) i 
І 159 -h,,3331 
H. 21-1. JM. 
sn(u.a) пб] Aj ‘44227 ina) 


sn(u,,œ) = > 1 18 5. 3 3 3 1. , 
HeunG 3 HA m sn ‚@ 
Ta 4? 4422 ша) 


5(и,,у) 


E 


2 


et T(u,v)=V,S(u,v) 


Voici les premières valeurs propres des 2 fonctions de Lamé-Wangerin pour un paramètre а?=0.1 : 


q? =01 

-0.1949058557285821,-2.4281789466642425, - 7.6241524550403005, 
-15.791692383798397, - 26.928545642224574, -41.03525992009213, 
-58.11182200027242, - 78.15822723396609, -101.17447363746922, 

ль (= -127.16056024678936, -156.11648654713278, -188.04225224308837, 
-222.9378571552333, -260.80330116945544, -301.6385842103543, 
-345.44370622649325, -392.2186671817888, -441.9634670503364, 
-494.6781058131352, -550.3625834559984 
-0.9451426033177981, - 4.655075855075333, -11.336975727330064, 
- 20.988884811820007, -33.610671312434036, -49.20231037142435, 
-67.76379438166893, -89.29512036441781,-113.79628695550883, 
h, kk -141.26729345761262, -171.70813948383608, - 205.11882480541044, 
-241.49934927999197, - 280.84971281522695, -323.16991534906447, 
-368.45995683856165, -416.71983725322735, -467.9495565709329, 
-522.1491147752981, -579.3185118539847 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du probléme symétrique : 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problëme anti-symétrique : 


Lorsque l'iso-surface est convexe alors pour l'intervalle [u 2K(a)], on мо «K(a), dans ce cas le 
développement de Fróbenius de la fonction de Heun n'est plus valable et l'on a montré 
numériquement que l'on pouvait utiliser une approximation par la méthode de perturbation pour 
les fonctions de u, avec pour expressions approchées : 


2 


Ï =-h-E (иа) ва)" sn, aot b ER db. WI Й Ah aa} di D iron Eu} 
= у |. 


u,  K(a) > cl i) SS -uNi 


ix Cos(2k(a)- AA um 
р c EN i--h- m ch ша, i 1 (ца ) la - Hh lu -kh Wi Coa A |. ui (Corn m | Coni 1) 


еа) Hu usa = эшн )-u2Kla)- n.a. | 


g Se )- О) 


Les solutions approchées des deux problëmes électrostatiques sont donc les suivantes , pour le 
premier problëme symétrique et de potentiel constant : 
K(B) Hé a) 


dv 
BEES | 
-y, THE 1 |: Ç dn (u,a)sn (v.p) poss 2 SQ») 


a B V deta env, Paca) ° GER | 


0 


l=+% S 2, 
T(u,v)s tell Fab rh we) 


1=0 2 
Pour le second probléme anti-symétrique et de potentiel constant sur chaque hémi-cyclide : 


K(B) "n (v, a) 


aal, =V, Т(у) =-V4 — SQuv)- AF Ee N | й st) 
H, ae 7 0 H, Kaze EXC H, pn v, B dn(u,œ)dn(v, B)-acn(u,œ) 21-1 | ü ( | 
V v,a 


0 2 


1=+0 


2 
T(u,v)= V,S(u,v) DE tua] 
1 2 


{= 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problème symétrique : 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problème anti-symétrique : 


Système Bi-Cyclide n°14 de W. < Miller, Jr, Symmetry and separation of variables », page 210 et 
suivantes 


5 


Modification de notation par rapport à W.Miller : (u, p) > (1,4) 
x= ee) sm) „у [m гу, 
(x, y, z) > (ль) > ` ` : r 1<a<n<o 
8 Kl E? E 
a(a-1) ү a-l бсо = 
Dans un plan méridien (x,z), on écrit : 
х=? z= o, Bus A«0 
(x, z) > (2,7) > ' : I 1«a«r «oo 
"e UE A o ED RIO 162-1 
a(a-1) 'V wel 9707 


Et la convention des signes de o, et o; se fait selon les choix suivants : 
р=үх+у >0 2>0 р+2>у эс =1 о, =1 
p=yx +y >0 z«0 р+2>у эс =l о, =-1 


р=\х +y >0 2>0 p’+z<y а =-1 о, =1 


р=ух+у >0 z«0 p«zi«y'2o, 2-1 а, =-1 


La forme dites transcendantale de ce systëme de coordonnées est introduite par Miller, sous la 
forme (on remarque que les coefficients o, et o; peuvent s'intégrer dans une des fonctions 
elliptiques de Jacobi dans la mesure oü cette derniére change de signe) : 


l l I a Va 1 
= 01] В=\-а? = = = 
Tw t Uu P warte. жщ B va-l p 

1-т=сп'(Д,а) et 1-2 = cn (v,a) 
= sn" (Ï A= = 
m= sn (fa) et зп (7,0) а 


ja) et 21 аба) et PT = panpa) 
ii e [iK(8)iK(8)«2K(a)) 9 H =u+iK(B) et ue|02K(a) 
7 eDK(a)-ik(B)2K(a)-ik(B)|2 9 =2K(a)+iv ^ et ve|o2K(8) ou ve|-K(B) K(B)| 


х= z=iLa nl. ole, a) 
r r 
= i enli, a a) 


Alors la paramétrisation s'écrit par évidence comme suit : 


=> 


ü-u*iK(B) а  V=2K(a)+iv 


s SN dn(u,a) VD al cn(u,a) 
"ід, ) a sn uo SE eri isn(u,a) 
піў _ su. B) cnlV „œ ) => | (р, а _ dn. p) 
zd cn(v, В) а) cn(v, В) ара) cn(v, B) 
_ o e pir aram „_ Lenta dni В)+ dn(u,œ) | _ ol, o kale, B) 
à x cite si a on(F,a) zs B sn(u,a)en[v, В) = de cr(u,a )dntv, В+ dn(u,a) 


dal 8. o Mal, ) а T z E y пу, В) Е sn(v, 
В В о: r "e sn(u,a kay, В) SEN cn[u,a )dn[v, В 


Détermination de la fonction de révolution 


Après quelques tâtonnements, j'ai trouvé la fonction de révolution du système n°14 de W.Miller, 
sous la forme suivante : 


x sn(u,a)en(v, B) Z _ sn(v.B) 


y > en(u,a)dn(v,B)+dn(u,a) у ` en(u,œ)dn(v, B)+ dn(u,a) 


EZ (иги) + (а), В) sn(-i(u+iv)+iK(a),B) 


r=i 


Uu = 
— + 


+dn(u,œ) 


Cette fonction de révolution vérifie l'équation différentielle non linéaire de Renée Lagrange avec les 
paramètres suivants : 


Ç=u+iv x+iz=f(Ç)=ylen(=iÇ +1К(а), B)+i sn(- ic +iK(a) В)) 
|29) -af (C5 Ee e) /(2)+е SE z rio m 
x EEN e LT b=0 4=0 


La détermination de la fonction de révolution est un moyen commode de décrire l'inversion du 
système de coordonnées. 


Inversion du système de coordonnées Flat-Ring n°14 de W. « Miller 
Ó =u+iv Ç = 16 +Ж(а) EE обв (в) стает ба) 
=> i - en" (E, В ) = г) спіс, в) 


-2f(E n. в)+ £: (€)= 12 cnl, P )= >e =e (LL) g= en (Z ie) H 


Ou bien f(g£)- en(£ eck: sn(£. P) = Л 5? (2, В )+isnlZ, В) 
= (Л) в) -1- (C. в) = ET вт (6. в) 211, BrE) 


(ep) Eos zr) (ie (x +i z H 


Cela donne les deux formules d'inversion suivantes sur le plan méridien (x,z) : 


A-iv = Kia) eren (Ser e 


27° (x+iz) ? 
ou 
Se 4X2 
u+iv = Karin (Rs) 


Passage des coordonnées cyclidiques aux coordonnées cartésiennes et inversement, bijection entre 
les domaines des paramètres 


2 А 2 
La formule d'inversion précédente + jy END UA H permet de définir une 
2y (x+iz 


bijection du domaine des paramètres (u,v) sur le demi plan méridien (х>0,2) : 


š e "m y Domaine (x, z) Domaine и Domaine v 
изу Ker) E T E x 2>0 [0.2 (<) [0, vg 
FE x z«0 [o.2k(a)  [-к(8)0] 


Cette bijection n'introduit aucune discontinuité des valeurs des paramètre и ou v sur l'ensemble du 
demi-plan méridien (х>0,2) ainsi que l'on peut le voir dans le graphe de contour de la variable и: 


Ainsi qu'avec le graphe de contour de la variable v : 


2 * 2 
L'autre formule d'inversion ,,+;v = Kia) [SES J permet de définir une bijection 
27 (x+iz 


du domaine des paramètres (u,v) sur le demi plan méridien (x>0,z) : 


Domaine (x,z) Domaine и Domaine v 
z»0 et х?+2?<у? ` Jo giel [o, & (8)] 
z«0 et x'«z «y? [K(a}2K(a)] [0,К(В) 
z»0 et х?+2?>у? [K(a)}2K(a)] [0,К(В) 
z«0 et x!«z»y! |0, giel [0, & (8)] 


2 e 2 
u+iv=K(a)+ien" Ciel a © 
2y (x+iz) 


= 8 = OR 


Cette bijection introduit une discontinuité des valeurs du paramètre и au passage du plan 
équatorial comme indiqué dans le graphe de contour suivant du paramètre u, ainsi illustrer par 
son graphe de contour : 


Pour le paramètre v, il n'y a aucune discontinuité de valeur : 


T M T T T T T T u r T 


Équivalence du système Bi-Cyclide de W.Miller avec le système Bi-Cyclide de P Moon et D.E.Spencer 


Tout au long de la rédaction de ce document c'est la question qui me taraudait : ces deux systèmes 
de coordonnées sont-ils équivalents : la réponse est oui. Pour cela il suffit de revenir à la 
formulation de la fonction de révolution dans les deux système de coordonnées. 


Reprenons celle de W.Miller sous la forme z+i x dans le plan méridien et en omettant le facteur 
d'échelle y : 


x+iz=cn(-iu+iv)+iK(a) B)+isn(-i(u+iv)+iK(a),8) 
> z+ix=sn(v+iu-iK(a) B )+i cn(v +iu -iK(a), В) 


Transformons-là comme suit : 


z+ix=sn(v +iu—iK(a) 8B)+i cn(v +iu -iK(a), В) 
TQ D E 
j =" ба е спі = : 
Comme sn(ic, B) = Са) і (ic, B) eta) 
e m civ Kía)a)el _ cn(u- iv - К(а),о) 
e Eet T 
спіс, _ р Sna 
Comme ROME et en(Ç -K(a),œ)= В 
sn(u-iv,a) 
dn(u-iv,a)+cn(u-iv,a) 


= z+ix=if 


La dernière étape du calcul implique une transformation de Landen que j'ai trouvé dans l'ouvrage 
de A.Erdelyi et Bateman, chapitre des fonctions de Lamé, 15.8 page 85 : 


T A lta à 1+а 
@=— -@ 
1+а MET. 
= sn ЕТ Le =-(1+@) A = 
2 1+a пс „а |+ спб o 
= E E sn ua 1-2 
аё ,&|+сё,@] 1+а 2'1+@ 
Avec (=и-М, il vient : Z = p-iv = min - iv,a) ш? E = 
dn(u-iv,a)+cn(u-iv,a) Io 2 ‘l+a 


TR 
z+ix=sn(v +iu—iK(a), B)+i cn(v +iu -iK(a), В) eiae Ё (на) e 
On a donc : sn(u-iv,a) 


TEN e | 
vale) mm asa) tt га) 
ta 


2 "Lo 


Cela prouve donc bien l'équivalence des deux systéme puisque la fonction de révolution du systéme 

Bi-Cyclide de Moon et Spencer, qui est le systéme originellement introduit par A.Wangerin en 1876, 
z+ix=7y (+1, а) 

est de la forme : 


Avec ï =(1+a)7 7 =(1+a)7 а 0 


Détermination des iso-surfaces du système de coordonnées cyclidiques n°14 de W Miller 


Partons des coordonnées cyclidiques : 


y y | nÀ 
r r a À2<0 


ZA KI? Ee 


ala -1) a-l 


(z)e (2,7)> 


II vient : 


(17a a-2) (1-10-12) т 
rre un a(a-1) a-l a 


a(a -1) a-l EE Rr NIE 


a(a -1) a-l а(а-1) a-l 
| pe, uH 


= a(a -1) a-l d 21) el 
r ПА _ ria a(a -1) а-1 
а 
2 2 2 2 2 2 2 2 
usha D т - JS E SÉ JS a * HE Es (an 
y ria y ria y ria 
2 2 2 2 2 2 
_ X +z'+y GE go PESE 481). 
21 ria 21 r. a 
y 5 
r r 
2 2 2 2 2 2 
> * +? 222 (n N. 1) a E Uu У) (n Ge 
"- а- yl ala - 


r 
A partir de ces deux expressions, il est facile d'établir les équations des iso-surfaces, à savoir : 


2 2 


x +z +у? _ (n-1)1-12) d X+ =y? _ (n-aXa- 2) à z | nÀ 
oy? 1 a-l yl a(a -1) pl a 
r r 
2 2 
2 2 2 2 2 
a-l x +z ы (em, a a(a se Е дк E SES 
1-1 Zei = n-a 2у?- Dy 
r r r 
=? 2 2 
2 2 2 2 2 2 
a-l| x +2 z zel ; a(a-1)| x? +z 77 en a d = 
1- 24 a-À 2⁄2 ы 
r r r 
(e «zy (x +2 -7?) Ду?г? 
+ =0 
E 1-7 n-a n 
о о 02р KEEN 2,2 
(x +2 +7 ) e tZ -y ) 2r -0 
1-4 4-а À 


Avec la forme dites transcendantale du systëme de coordonnées, il vient : 


[+ 2 +y) S (e +2? 72] S Us 


=0 n=sn (ma) et A=sn(,a) 
y ; Oe: | 7 et 4-n-2cn(ü,a) et 1-4= 0a) 
[+ 2 +y) (x2+z?-7?) sua wn l 25 
l-1 t pu Y 1 | крс (ña) et Bes. qm (Ӯ,а) 


pez oen, арг _ 
cn (ü,a) di (a) sn (i.a) 


0 


(e +27 +] б (x? +7 72] " Ду?2? E 
cn'(v,a) law(p,a) sia) 
a 


ce qui donne avec les paramétres « non tildés » : 


++] (uaz-p Ay z 
Kuul err], J. ғел 
cn (iia) — dr (a) sn (ü,a) j 
> a | et sn (Ra)  eüa-- di (ша) dn (à ok E (ша) 
E deaur. 2 2,2 i asn ( a) | аз а j sn (u.a 
(x +z +7?) (x +z 2 4y z -0 H, H, H, 
Mc à US Y 2 2 
cn (F,a) L а) sn (a) mg. a)- w B) ol о)= : аа) 58) 
a cn (v, B) cn (v, ) cn (v. 8) 


(чачу? Wil 
- + 
dn'(u,a) ста) 
2-р}. д? 
dlv, p) зт(у, В) 


+4y°7 =0 


(42247 -a 


Caractérisation des iso-courbes sur le plan méridien 


(+247) ul zi 

dn (u,a) cn'(u,a) 

Р-Р} 47-2 S 
dlv, p)  sn°(v,f) 


bel, 2, u)=- 


2 
Isov(x2,z2,v)= (e +22 +7?) _ 


Les iso-courbes u-Cste 


Ces courbes intersectent le plan équatorial (2=0) aux valeurs suivantes de х? : 


dn oo )+ спи, а 
dn(u,a)-cn(u,a) 


ати, а)-сщи,а 


=+ 
" dn(u,a)+cn(u,a) 


et х=+у 


La valeur „ ty dn(u,a)+cn(u,a) ne peut être atteinte. Il suffit pour cela de revenir à aux expressions 
dr(u,a)- cn(u,a) 


initiales des variables du plan méridien : x = f sn(u,œ)en(v, B) z=7B sn(v, 8) . 
en(u,a kdntv, B)+ dn(u,œ) спір, апу, В)+ dn(u,œ) 
Lorsque v=0, il vient mn x= B sn(u,a) — _ „ |dn*(u,œ)-cn"(u,.a) _ =y dn\u,a)-cnku,a 
dn(u,œ)+cn(u,œ) (dn(u,o)  en(u, of dn(u,a)+cn(u,a) 


Ces courbes intersectent l'axe z (x=0) aux valeurs suivantes de z : 


(an(u,a)-a cn(u,a)) 


ыы 
p 
Er ROW a)+ a cn(u, a) 

II n'y a pas d'autres positions extrémales en x autre que celles liées à l'intersection avec le plan 
équatorial (z-0) en effet l'exploration des solutions de l'équation différentielle donne une résultat 
négatif pour le carré de z, il ne peut rester que la solution z =0 : 


2 
z =z = = bouts z u)=0=x' = т ша)< 0 


Les positions extrémales en z sont déterminées par la résolution de l'équation différentielle : 


= 7 
B'sn*(u,a) 
2 _ 2 cn*(u,a)-a*sn*(u,œ) 


m 0 A 
ï =x" > Z souli, z, u)=0= x Ва (аа) 
; dn (u,a)+ en (u,a) _ > dn*(u,a)+ cn'(u,a) 


EK 
FT ата) ра)’ Fra) 


Il est donc clair qu'en dehors de l'intersection avec l'axe z, les positions extrémales en z n'existe que 


lorsque сп(и,а)> a? sn (u,a) C'est la limite convexe/concave des iso-surfaces u-cste. Il est alors 


facile de déterminer la limite de convexité/concavité des iso-courbes, qui est atteinte lorsque x 


: A | : К ; . 
s'annule, soit pour "en (u,a)= sn (ua); ЧЧ! correspond à la valeur suivante : 


1-5n (ua) sn (ua) sn°(u,a)= TS 
+a 


Soit la limite de concavité/convexité : 


> u= xiu | 


1 
Sn u,o)— , 
(a ) Ja? Ja? 


1 
Si u»2K (a)- sí « => бо-соифе и=сяе concave 


V1+a° 
1 


= al => Iso- courbe u=cste convexe 


Le cercle de rayon y est-il une iso-courbe ? 


La réponse est claire : oui pour la valeur u = K(a). En effet voyons le comportement des variables x 
et z lorsque u tend vers 0 : 


sn(u,a kal, В) кей sn(v,B) 
en(u,a)dn(v, В)+ ап(и,о) RK cn(u,a)dn(v, B)+ ап(и,о) 
uK(a)=x=ycn(v,B) | z=ysn[v,B)— x «zi =>? 


x=7 B 


On peut également le déduire de l'équation de l'iso-surface pour lequel le seul terme qui doit 
s'annuler faute d'être infini est le suivant : 


NET Mr kez y) 
+ 

dn*(u,œ) cn'(u,a) 

u K(a)= Isou(x?,z?,u)=œ sauf si x +z -y°=0 


Isou(x?,z?,u)=- +47?2? =0 


Les iso-courbes v=Cste 


Ces courbes sont censées intersecter le plan équatorial (z=0) aux valeurs suivantes de x° : 


M  dn(v, B)+ a PR з dn(v, B)-a 
T dn(v, B)- o Е. dn(v, В)+а 


Ces deux valeurs sont systématiquement négative, il n'existe donc pas d'intersection avec le plan 
équatorial. 


L'axe z (x-0) est intersecté aux positions suivantes : 


a 32-2dn(v, B)- f? sn'(v, В) > _ 2 2+2dn(v, B)- ^ sn (v, B) 


=Y ` Bar.) vo EEr a 
1-dn(v, В) 1+dn(v,B) 
£y | = | =" et 
Le dn(v, В) 1-dn(v, В) 
Les extrémales en x sont atteintes aux valeurs suivantes de x et z : 
„=> Y tv. B) 
Е В sn(v, В) 
ï =z" > Isov(x,z,v)=0— ; ; E 
@ ШИГ (v. 8)+5п (В) _ v ta sn°(v,B) 
B =.) ЭЕ?) 


Les extrémales en z seraient atteintes aux valeurs suivantes de x° et z? : 


Е за? sn° (v, 8) 


7 2 _ _ „2 @cn*(v, B) dn (v. В) 
f^ ст(у, В) 


отр) 


ï =x? = во, ь)-052 = 
X 


11 est clair que ces deux valeurs sont négatives et ne peuvent donc être atteintes. Il en résulte que 
les seules valeurs extrémales en z sont atteintes à l'intersection avec l'axe z pour x=0, qui viennent 
juste d'étre calculées. 


Les iso-courbes limites sur le plan méridien 


On a vu que pour и -> K(a), l'iso-surface и tend vers la sphère de rayon y. D'après les formules de 
passage des parametres cyclidiques qu plan méridien : 


sn(u,a kal, В) SC sn(v, В) 
en(u, a Wale, В)+ап(и,о) Е; cn(u,a)dn(v, В)+ап(и,о) 
пэ К(а)= х= у спіу,В) | zeysn(v,B)2 x? +2 = p 


Lorsque v->+K(6) ou v-»-K(6), alors : 


IE a 

v=+K(B)=> z=+ 

v) isa ТОТ, de Gel 1- ns) э- 

Les deux iso-surfaces se réduisent donc lorsque у->+К(В) aux deux segments de part et d'autre du 


plan équatorial entre les positions : y Ew ү . 
1+а \l-a 


Pour les trois valeurs de p, alors il vient : 


sn(u,œ)en(v, B) РЕ? o, B) 
и, а )dniv, B)+dn(u,a) = a )dn(v, В )+ dal (u,a 


и=05х=0 z=y Signely) TS ЧЕР d d y = z l= ч > segment sur l'axe z 
u-2K(a)2x-0  z=7ySignelv) EST, -%,— 8 U А > demi — droite sur l'axe z 
1- dn(v, В) Viza | Уа 


H = K(a)2 x- y cv, B) z - ysn(v, B) x «z-y! disquederayon y 


“т 


Je résumerais avec les graphes suivants, la caractérisation des iso-courbes sur le plan méridien. 


Iso-courbe u=Cste cas concave 


$d cny. aF -a? эмр. af Y | 
za, a?] "ESN. a?] 


" (ON[p.a21fa guef 


ем 2р -а? әң a y ; 
# SN[u. a?] eat a?) 


Er _, 
вем, а2) ` ran a? 


ү 
+ 


D 


Iso-courbe и=С$е cas convexe 


Y congo. 21 | 
E 


"onu. =] Cru. ==] 


Cum ee Cu a?) 


М ` сму, а? -а? ECH ap š 


8 SN[u, a?] "e эмр, a 


[= ces en 


-_- cons. 21. 
в 


Le ema. 


Iso-courbe v=Cste 


p; í 
Sa, 2] в эм, в2] 


Représentation 3D des iso-surfaces 


En revenant à un espace à 3 dimension voici 2 iso-surfaces u=Cste, l'une concave et l'autre 
convexe : 


Voici les deux iso-surfaces v-Cste de signe opposé, qui me permet d'appeler ce système le système 
Bi-Cyclide de Miller : 


R-Séparabilité de l'équation de Laplace 


Comme auparavant, la fonction de révolution ne possède pas la propriété miroir de la plupart des 

fonctions de révolution utilisées dans les autres systèmes de coordonnées orthogonales, à savoir : 
(С) . En effet pour la fonction de révolution définie comme valeur де l'expression z+ip : 

fle )= (с) ffet p f fi p P 


p*iz = y(en(- iG +1К(а), B) i sn(-i6 +1К(о), B)) > 

Cache f(6)=z+ip==ip+riz)=r(sn(=i6 +iK(a) B)-icn- +1К (a), B) 

= f(E)= lenkt? -iK (a), p)» ien ік (а). в)) 

> f(c)- v(smüz -ik(a) B)-icnüz -iK(a) B))- v(snuCi£ +iK(a) B)-ienCi£ ik(o), p) 


—-—SsnM 1 icnli £ f€)- tel 
(iZ - ik (a). B) zelt? к(а) B) rc) = 70- 70 


Voici la recette pour trouver les équations R-séparées де l'équation de Laplace d'après la fonction 
de révolution (dans le cas où cette fonction n'a pas la propriété miroir) et la fonction de 
séparation : 


аини) dv st) J(a+iv)—- f(u-iv) 


Supposons R(u,v) telle que pR°(u,v) =e avec p= > 
i 


Par intégration calcul de Е(и) et Р,(у) 
2 2 
A Ô [o M DT Е 
ail ail avec ао 22) «(98 = иные) 
р ди ду 
— Лич) (изу) 
(7 (u+iv)- fxiv) ` 


THUD, rU, an - xi (u)+ Fu), 50), ara) ^ 


Supposons que 


= Z (u и) x,(v) 


Alors 


Ici la fonction de séparation est canonique : 


1 


pR'(u.v)- 12 R(u,v)= Comme p(uv)-y В 


pluv) спи, ада (у, B)+ dn(u,a) 
_ 1 en(u,a Wain. B)+dn(u,a) fdu (и) [dv F,(v) _ + d 
R(u,v) i [TES] Comme e e -I2F(u)e0 et F(v)-0 


On sait que : 


ls 
Е) (о) p) ient -ik(a), gl 
()- fO = нс о) В) + snlic -ik(a), B)+ ilen(ic (а) В) enit -ik(a), в] 

)=у di ik (e) В| -ik (a), В) гсп к (а), в] = alit - ikla), p ric) 
vic in) Pav - ia) ОО EE 
< Pen) wat -ikla РК (sn(ic -iK (a), B p)» iori - iK(a ) B) sn\i¢ - -iK(a), B]+i cnlic - -iKla ) B 

ё)- Kc) nus к уң Í ют? В) )+snliÇ - iK(a во (iÇ - iK(a), Lët elt - ikla) в] 
Gate A -iK(a)- -v iu - iK(a) 

iÇ -iK(a)-v - iu -iK(a) 


| siia iK(a), B) ien(-v +iu-iK(a), i 

Kla x(sn(v +iu-iK(a) B)+icn(v +iu-iK(œ), 

Dä | | Dun Же) В) sn(v +in-ik(a),B)+ J 
) Lol 


+i(cn(=v +iu- iK(a B}+ env +iu- iK(a 


De plus : 
- ju. g)- Panl, В) ізп(и, a lo. a ent. B )dn(v, B) 
чы 1- sn (u,a dn (v, В) 
C = uiv it +iK(a)=v-in+iK(a) cn(v - iu, B)= Eee fr nt tee de Вны p) 
ату - iu f) dn(u,a kal, a )dn im u,a }sn(v, B)en(v, B) 


lol 8) = 1 и s І dn(u, a }sn(v daue en(u,a)en(v, B)dn(v, В) 
e a © x (u.a) Wiese | A )an(v, В) 
n(v + iKla), Bi апу, p Sur dr _ l salu, a ати, a Jentv, B)-icn(u,a nv, P )dntv, В 
SE Mu P Janv nu nn. Й ы ) 

rikla _ env, nly -iu + ikla), g) IY пати, сти, a )sn(v, B сту, В 
DEE te Кари лаја 


Tout comme : 


ак ; eleak li e ED 
К -iK(a)==v-+in-iKla)= jov eni) B) bti ne SEP 
PE ala pj TU ,B)en(v. p) 
sn(v +in-iK(a), B) = Е zk йи Sain d ër 
Z -iKla)=v+in=iK(a) = оңои к(а) а iech, 
dcin ik (a) p) ere prie пла) is ру. в) 


D 


En injectant une nouvelle fois tout cela dans Mathematica, on obtient une expression 
particuliérement simple en faisant jouer les identités entre les 3 fonctions de Jacobi sn,cn et dn : 


1 1 
PEE) __1 1 asn’ (v, p) _, lei: 4 sn’ (u,a) 
Lack of 49 (а) 46,8) | pya a? stp) 
i 4 cn? (v, B) 
Les équations séparées s'écrivent alors : 

д°Н (и) | 2 d 1 d 

ди? Hha ш 4 sn’ (u,a) H(u)-0 

OU д б d x OD өру) 

Ov" 4) спу, В) 


En revenant aux paramètres < 46$ > tels qu'introduit раг W Miller sachant que : 


ü-u*iK(B) et ў=2К(а)+їу 


n(ü,a)\== >+  cnxi,a)= діда) w(i a) una) 

| o ) ps ( ) ia sn(u,a) S o ) "os 
РЕВ cn|V ,a)- – І а. 

ж Ж 7. 


Il vient exactement deux équations différentielles de Lamé : 


[A (e Tas? (%,a)}H(R)= 0 


сәр) Иов =. 


1 1 
Posons кет== т -2=к(к+1)= 


Contrainte de continuité de la solution du problème aux limites 


Considérons que la forme d'une solution séparée de l'équation de Laplace, se présente ainsi : 


T 1 fen(u, a Maly, В)-+ати,а) | 
is 9) ni B sn(u,a)en[v, B) H(uje( Wiel 


ME 
) 


a K da k 


Et partons des deux équations de Lamé obtenues après séparation de l'équation de Laplace dans 
laquelle le paramètre À est lié à la valeur m par l'expression suivante ` A2m-1/2. Je vais suivre ici le 
raisonnement introduit par A.Erdelyi dans son article de 1948 « Lamé-Wangerin Functions ». 
Prenons dans un premier temps l'équation différentielle dans la variable v, si le problème aux 
limites s'avère homogène en v, et choisissons un développement donné de l'équation de Lamé 
autour du point singulier à l'infini (équation de Lamé sous forme algébrique). Cela équivaut au 
développement suivant : 


y'(z)-(h- (2 + а? si^ (z,a))y(z)= 0 

Singularité à l'infini sn'(z,a) 0 y'(z)- ala + (SN (z,a)y(2) =0 

Si »(z) x sn” (z,a)= y'(z)- ala + la 25у? (z.a)v(z) z sn” (z,a)(7(y + 1)-4(4 + 1) 
>Y =À ou yz2-ÀA-12 y(z) z C,sn^ (2,а)+ C,sn ^ (z,a) Pour z — oo 


1 
—т 


д=т- 2 Сы" (а) Сз? (2,4) meN 


Étant donné que m>=0, la seule solution finie à l'approche du point singulier à l'infini est de la 
forme: 


1 
sn'(z, a) o et y) x Ст?" Gol meN 


Les seules valeurs de z pour lesquelles la singularité infini se présente sont celles où z est purement 
imaginaire (modulo 2K(a)). Et dans ce dernier cas, la singularité est précisément < atteinte > pour : 


z-ix нађе 98) z=2K(a)+ix  sn’(2K(a)+ix,a)= mb 


Singularité pour x = +K(B) 


Avec la coordonnée imaginaire du système géométrique, on peut écrire la forme de la solution de 
l'équation de Laplace à l'approche du point singulier à l'infini : 


H(u) la cn(u,a)+dn(u,a) | 1 S 
d | B sn(u.a) | ARG 


«a өру) 


dn(u, a )- спи, а) V cntv, В 


V -2K(a)*iv > Т(и,у,ф)= 


—т 


x |sn(2K(a)+iv,œ) 


1 
d Е T(u,v,o)« — 
Сотте e(v) œ sn 2 (2k(a)+iv, ale P) (u e) "(у 


votK(f) 


Si cette fois-ci on considère la première équation différentielle еп и sur laquelle le probléme aux 
limites est homogène, alors c'est encore le même développement autour de la singularité infini qui 
doit être envisagé puisque : 


z=x+iK(B) иба) — 


Singularité pour x=0 ou x= 2K(a) 


La seule solution finie à l'approche de la singularité du point infini posséde toujours la méme 
forme : 


1 


sn'(z, a) o et yz) x Con? (z,a) meN 


Transposée dans la forme générale de la solution, cela donne à l'approche de x-u-0 ou x= 
и=2К(а) : 


д-н) Toa Th Poe) 29 


u2K (a 


1 1 
Сотте H(u) ОИЕ" (u, a)2 T(u, у ,9)oc sn "(u, a)x |sn(u +iK(B),a Y" 


10 <` 7 


и>2к(а) Sn : (u,a) Ze ) 


Dans le comportement de la solution dans les deux types de problème aux limites, le seul terme 
susceptible de ne pas s'annuler à l'infini sera donc celui de m=0. Si l'on en revient à la solution de 
l'une ou l'autre des équations de Lamé, il s'agit donc d'assurer la finitude de certaines limites, pour 
une fonction solution d'un problème de Sturm-Liouville dont le développement serais le suivant : 


z- 2K(a Hik(B)e ns xe) ) =) 
+0 1 xot 
= sn(z,a) “Yam sn (z,a) > |sn z ap y(z) fini Lorsque TS 


z =iK(B)< Lim y) =) € z=2K(a)+iK(B)S Lim xe) = Y, 


хәб mm x2K(a) „Í sn х,а) 


Ces deux types de développement désignent communément les fonctions dîtes de Lamé-Wangerin. 
Mais ces dernières ont des constructions très différentes selon la façon dont le point singulier infini 
est atteint dans les deux cas „— 2K(a)+ix OÙ ;=x+iK(p): 


Eonction de séparation du systëme Bi-Cyclide N°14 de W.Miller 


Comme la forme des solutions est R-Séparable, nous écrirons : 


т Ha obro) 


METTRA „guy o= L [жаў б ка} ы, 
| ЕТЕТ, T(u, 0) т В snu, o kal p) H(u.)0( Wie 
z(u,v)=7B ab 


cn(u,a)dn(v, В)+ dn(u,a) 


Or le terme de séparation induit une singularité essentiellement sur l'axe z, là où le rayon méridien 
p(u,v) s'annule soit pour les valeurs de u=0 ou u=2K(a)) et v-*K(8) ои v=-K(6). Il vient pour ces 
diverses valeurs : 


pour и=0 ру p S. 
pour ия2К(а)  р(иу)=(2К(а)-и)у В SB 


sn(u,a) 
a cn(u,a)+ dn(u, a) 


pour у=+К(В)  pluv)r-+78(v-+K(8) 


De même il convient de s'assurer que la fonction de séparation s'annule à grande distance, afin que 
cela ne puisse engendrer de contraintes supplémentaires sur les solutions. L'annulation de la 
fonction de séparation à grande distance sur le plan équatorial correspond aux valeurs simultanées 
des variables (u,v) suivantes u-2K(a)) et v=0 : 


B sn(u,a) _ _ ,dn(u,a)-en(u,a) _ Be УО 
ап(и,а)+сп(и,о) В snl u,a) u>2K(a) 


un 6,8) __ ausa )- erase) TN 
z(u.0) К ша) (Шуй) y sn(v, B) Bsn*(u,a) 0 H vp.2K(a) et „Lim  z(1,0) =+ 


p(u.0)- y 


Pour l'axe z proprement dit à grande distance, ce sont exactement les mémes valeurs simultanées 
des variables (u,v) u-2K(a)) et v=0. Cela signifie qu'il conviendrait que la fonction de révolution 
s'annule pour toutes les valeurs extrémales du domaine (u,v), ce qui est bien le cas puisque la 
fonction de séparation est l'inverse de la distance. 


Problème électrostatique sur l'iso-surface u=uo_sans dépendance azimutale 


Soit à trouver la répartition du potentiel électrostatique lorsque ce dernier est donné par une 
fonctions f(v) sur l'iso-surface u-po : 


PH. D d 1 VE avec uel[u,,2K(«)] 


s ата) 
zer), | А б jee Eë avec v e[- K(8). ig) 


Т(ш,у,ф), =f(v.@) ` Т(и,у,ф)= R(u,v)> H „(иә (vo, (e) 


_ 1 len(u,a )an(v, B)+dn(u,a) b 
aj I B 


Avec  D(p)=Cos(mp-p,) meN 


Sans dépendance azimutale, seule la valeur m=0 est retenue et la solution recherchée est de la 
forme : 


GU f, 1 1 _ 
7m H fa H ан) avec и є [и,,2К(а)| 
e?e(v) Ï. 7.5 sn*(v, B) - 
và fa SE = Дер) 0 avec ve[-K(B) K(B)] 
TY, =) Tan) Rae rise) к). [Pese Dd 


La deuxiéme équation en v est un probléme de Sturm-Liouville dont il convient d'exhiber deux 
solutions indépendantes soit paire, soit impaire, à savoir une catégorie de fonctions de Lamé- 
Wangerin, construites sur la récurrence suivante : 


SC 
Ра) ав Lom BY 
2 570 бра 


ferra: zi 2l 
F (v, a)= sn(v, DIS B.B" 5 cn(v, B) 2 | 
72 r=0 (dn(v, B) - a ^5 


=> valeurs propres h, 


B,-0 | 5 (Lea? 
2 


=> valeurs propres й | 


Considérons l'équation différentielle sur la variable u, il s'agit d'un développement de Frobënius de 
l'équation de Lamé autour du point singulier infini (uniquement valable si uo»K(a)), dont je donne 
la récurrence ainsi qu'une valeur approchée en terme de fonction de Bessel I (valable si uo«K(a)) : 


E l 


: 4 sn^(u,a 


Ja: avec u e |u2K(a)] et H(2K(a))- 0 


H(u)= Jsn(u, одни. per d 2j zt dE Jsn(u,a a) A^ (u,a) 


16a? 4472 


Bt) E PE E29 7 гети а азылы 


n+l 


1 1427-44 1 3,1 


Pour H(u)-1 H(K(a))=0= H(u)- 


H 1 
ИП = 16а? 440577 sin e) 


] TPA 
5 5 1, ‚® 
ба аа“ sin ) 


н(и)= (26) Мока) и) 


Pour Н(и,)=1 Н(2К(а))=0= Н(и)= s EE A 2pgtetAl 


Pour ц, < K(a) 


Les conditions aux limites sont décomposées en partie paire et impaire comme suit : 


= f(v)* (у) z f(v)- rCv) 
2 2 


AU f 
Et la fonction de séparation n'introduit pas de décomposition supplémentaire car c'est une fonction 
paire en v. La prise en compte de la condition aux limites paire conduit aux expressions suivantes : 


T(w.v), 


Е = 1 [en(u.e)an(v,B)+ атіи,а) _5(ш,у) со „y _ [en(u.œ)dn(v, B)+dn(u,œ) 
ш л е шс сл с 


Еп posant H (u, ш)= Hr) ти, v)= S(uy.v) Y АЁ? (у, а) = f*(v) et Ay = 


H Z = K($) К 2 
ra) ek el 


_ Гспіш,а)ап(у, B)+dn(u,a) 
Sa 9» cn(v, B) 


T(u,.v)- Sliv | T mU a) za -f'(v) et E = ET 
) 0,00 


La prise en compte de la condition aux limites impaire conduit aux expressions suivantes : 


Tock =V, Tv) 


m PE 1 [en(u,a)dn(v, B)+ авиа) _ S(u,v) R v)= en(u,a)dn(v, B)+dn(u,a) 
ch Ray) у | В sn(u,œ)en(v, В) VrB SUM | 


~ H; NE P 
in 2 (ugs )e УЕ заве 
H, (m) 151,0 75 


«аз [Pee Ph due) T(uy.v)- S(u,,v) snl.) y p. PH, a)= f-(y) e В„у=—° p 
спу, B) sn(u,a) e. E Ta (Ee 2) 


Les solutions des deux problémes électrostatiques avec des potentiels constants aux limites sont 
donc les suivantes , pour le premier probléme symétrique et de potentiel constant : 


кр Fia) 


T(u.v) 


uh ` 7, S(u,v) = er да) et Ау = 


2 
ү уе 
Gil 
T(u,v)=V,S(u,v) Y. АЁ“ (у,а) EE 
1=0 2 RS 1272 
tiene +. TP LU) 


Pour le second probléme anti-symétrique et de potentiel constant sur chaque hémi-cyclide : 


d d 
Tue =V, Ту) = slave (Pte айй шы) 


cn(v, В) 
Fija) 
K(B) Los 2 _ 
| dv sí y z Нот nee m) 
V V mL a a 
By = - 5 2 et T(u,v)=V,S(u,v]> Bali (v.a) 2 

K(p) " me 5 1 ча -42,, 1 3 1.  ; 

| dv | Fla) РВ 
0 2 


Voici les premières valeurs propres des 2 fonctions de Lamé-Wangerin pour un paramètre а?=0.1 : 


а? =0.1 
-0.1949058557285821, - 2.428 1789466642425, - 7.6247524550403005, 
-15.791692383798397, - 26.928545642224574, - 41.03525992009213, 
-58.1 1182200027242, - 78.15822723396609, -101.17447363746922, 
h(a? )= -127.16056024678936, -156.11648654713278, -188.04225224308837, 
-222.9378571552333, - 260.80330116945544, -301.6385842103543, 
-345.44370622649325, -392.2186671817888, - 441.9634670503364, 
-494.6781058131352,- 550.3625834559984 
-0.9451426033177981, -4.655075855075333, -11.336975727330064, 
-20.988884811820007, -33.6106713 12434036, - 49.20231037142435, 
-67.76379438166893, -89.29512036441781, -113.79628695550883, 
ha (a?)= -141.26729345761262, -171.70813948383608, - 205.11882480541044, 
-241.49934927999197, - 280.84971281522695, -323.16991534906447, 
-368.45995683856165,-416.71983725322735, - 467.9495565709329, 
-522.1491147752981, -579.3185118539847 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problëme symétrique avec une 
iso-surface concave и=Ио , Мо > К(а) : 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problëme anti-symétrique avec 
une iso-surface concave и=Ио , Ио > K(a) : 


Lorsque l'iso-surface est convexe alors pour l'intervalle [uo 2K(a)], on uo «K(a), dans ce cas le 
développement de Fróbenius de la fonction de Heun n'est plus valable et l'on a montré 


numériquement que l'on pouvait utiliser une approximation : 


дни) E | нш) avec иє|д2К(а@)| et H(u)-1 H(2K(a)=0 


du? 4 sn'(u,o 
(a)-u n (s= AQK K(a)-u)] our ux2Kla 
laxis Du 1K) ^ * _ 
tt, > K(a) 5 
Pour bes H(u)= 4 Sinh Fat T men [x eke) Z usd 
snl joe yea) i) 


4sn (ua 


Les solutions des deux problémes électrostatiques avec des potentiels constants aux limites sont 
donc les suivantes , pour le premier probléme symétrique et de potentiel constant : 


ii F*v,a) 
dv — 
Ge e siu). Ин наны S SR Ee 
j | dv KZ) 
Кем ОК) ee 
bre ш IN 20к(о)-,)) а 
нађе sul Lal. (исак) > Tar) rao У Ааа (sa) 
| 4 " ) | Pour "am lu ol (lp | 


Pour le second problëme anti-symétrique et de potentiel constant sur chaque hémi-cyclide : 


K(B) zr ш : 
(ai Bed) Brno] 
Tuv o = T(u,v su, =V, star |” =" Se MET By, T 2 
| | dv G (v, d 
i-a nx OK) и) p 
Fer — № 1A -AQk(a) -u)) 2 m G ) 
Hy (u,a)s su Ац 4л? С yu 2K(a ) > T(u,v) =x V Slav ) Ze np P (v, 
(a Pour цец, SE 
Z Ад Ae) (ma E же) 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problème symétrique avec une 
iso-surface convexe и=Ио , Мо < K(a) : 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problème anti-symétrique avec 
une iso-surface convexe и=Мо , цо < K(a) : 


Problème électrostatique sur l'iso-surface v=v, sans dépendance azimutale 


Soit à trouver la répartition du potentiel électrostatique lorsque ce dernier est donné par une 
fonctions f(u) sur les iso-surfaces v=+v et v=-v, : 


"Zei E М, avec: eR 
290), h |» Le r avec vel-v,,v,] 
T(u.v.p},., = f^ (up) I 

Т(и,у,ф),_ „= f£ (mp) Trei Еу) Н.н), (е) 


v=—vo 


_ 1  [en(u,a)dn(v, B)+dn(u,a) 
Rav) + B sn(u,a)en(v, В) 


Avec Ф(ф)= Со5(т(ф-Ф,)) meN 


Sans dépendance azimutale, seule la valeur m=0 est retenue et la solution recherchée est de la 
forme : 


d? H(u) d 


VE avec u € [0.2 K (<) 


du? | 4sn° (u,a) 
е јоне == tnl 


Tuv), n = f (u) 
T(u.v),. Ey (м) 


T(u,v)- Roy H, n (и... (v) R(u,v)= T EEE аа) 


Les fonctions propres du probléme au limites de Sturm-Liouville liées à l'équation différentielle en и 
sont des fonctions de Lamé-Wangerin décrites dans le cours de A.Erdeliy et H.Bateman « HIGHER 
TRANSCENDENTAL FUNCTIONS VOL III Chapitre XV Lamé-Heun-Functions >. Il s'agit de trouver une 
solution de l'équation de Lamé par le changement de variable z=x+iK(6), les fonctions construites 
ont les expressions suivantes avec les deux problèmes de Sturm-Liouville correspondants : 


(sf p cm асо 512099 et y(K(e))=0— F (xa) 
r+ ao : pun et Y(K(a))- 0 E" (x,a) 


v+2r+1 


€ v+2r+1 е9 
Е2(х,а)= Ўлат] sn(x,a) d REN X mes) 2 


1+ ап(х,а = 1+dn(x,a) 


v+2r+2 у+2г+1 


ОК fi aan On O (Lana) `" autre) se, Ici] 


a) 
me (I+ dn(x, a) ^? sn(x,a) &x "Ve dn(x,a) 1+ dn(x,a) & "MV dn(x,a) 
E? (x,a) ; F (x, a) 


v 
Jsn(x,a) К Jsn(x,a) 


Avec m=0 et х=и, alors le paramètre v=-1/2, et cela donne : 


Condition de Lamé Wangerin continue en x «0 


4r+1 


r=+0 se zl EN _ 4г+1 
ЁЗ (и,а)= Ула | sn(u,a) J Z ZA ez 4 
2 r= 


1+dn(u,a) = 1+dn(u,aœ) 
jd BR 4r+3 `. 4r+1 
ноа) ау ва? шоу ; -aleo S а ei E Do | 
4 eri (1+ dn(u, ef sn(u,a) peri 1+dn(u,a) 1+dn(u,a) puri 1 dn(u, ol 


La récurrence des coefficients du développement de ces fonctions est la suivante (formules 15 et 
16, chapitre XV, < HIGHER TRANSCENDENTAL FUNCTIONS VOL III >) : 


A, H -(v +1Y(2-a2))4, + Qv 3)? 4, = 0 
к Ж. a? A, (н (и +12) ET) GEET 


g (H - (v +2Y(2-a?))B8, +(2v +3)a?B, =0 


Qr Xv +r +1)a? оо, (2-2), +(r+12v «2r 3a? B, =0 


Н =2h- v(v 4 1)a 


Soit pour v=m-1/2=-1/2, soit т=0 : 


4 2 
NE а?А +| H l 2r | (б-а? A, -2(r - 1 a?2A,, = 0 
2 r-l 


2 
4,=0 [z — zen 
A 


2 


B,-0 D 20 erla. ein =0 


2. 
2r+1 r+} QB O +| H зор (oa? B. +2(r+1Ya2B.. =0 
2 r-l 2 r r+l 


Quelles sont les propriétés de parité des fonctions de Lamé-Wangerin ainsi construite sur [0,2К(а)] : 


Aral ATS 
Ses г=+о 1-dn(u,a) 4 Late en(u,a) "Z 1- dn(u,a) : 
pu = S л Fu а)= B 
2: | 3 rs ира) аа) 
Sich Si 2K(a)a) | 
Nous avons: ? 2 = F” (2K(a)- u,a)= F” (2K(a)+ u,a)= F” (u,a) La fonction est 
El а) i i E 


2. 2 


donc de parité positive en O et en K(a). Pour ce qui est de la fonction impaire : 


P''(u+4K(a)a)= F"(ua) = FI (Cusa)e-F Qna) F (u+2K(a)a)= Fi (ua) FI QK(a)- pol F (usa) 
z z 2 2 2 2 2 2 


La fonction impaire est donc de parité négative en K(a). Je résume par ce tableau les propriétés de 
ces deux fonctions : 


Ра (и+2К(а)а)= F (иа) Е(-и,а)= Fa) = FTQK(2)- n,a)= FA (usa) 
2 


2 2 2 2 2 


21 (0,а)=0  FY'(K(a)a)=0 
2 2 


F (u+2K(a)a)= F (ma) FC ,а)=-Ру" (aa) FT OK(a)-pa)=-F (и, а) 


2 2 2 2 2 2 


Po (0,0)=0 — FT'(K(a)a)-0 


2 2 


Pour l'équation en v, complémentaire du problème aux limites, il s'agit d'un développement de 
Fróbenius autour du point singulier 0 d'un type particulier que nous allons étudier dans la section 
des fonctions de Lamé. Mais voici déjà la forme des deux solutions paire et impaire et les 
récurrence pour m=0 : 


GI velar] v. <K(8) 


@,(0)#0 er @,'(0)=0 
3( ye E. | а ш a 0 un m, BN = É 24 sm" (v, В) 
Ө (v)- a B 4 4 A n=l > 
1 1- = n=+œ 
cn 2 (v, el E ar an СЕ "ы m; sn al 3798753 2 As (vap) 
2 
récurrence pour m=0 А=1 А = m A, = a: — n ш к N 16n+16n " À, 
8(n+1)(2n+1) 
6,(0-0 et 0,(0)«0 
1 7«2h-6m«2a? 5-2m 3-2m 3 nato 
1-2т H G ; : ` 1 1-2т 2п 
sn(v, Ben 2 (v,f) ge [= 88° 4 T D я “pr Se » 27 
xp E І 7+2h-6m+2a? 5-2m 3-2m 3 à E 
зп(у,,В)сп ? (v, B p) tiem 2. 8p Pu gu zu m;sn di n(v,, B )c DX sn" (у, B 
2 А 2: 25, 02|, L oi : 
récurrence pour m=0 В, =1 pog, jo EE A а Í a, A lén is LN 
n+12n+ 


La construction proprement dites de la solution se fait par le principe de superposition. On peut 
toujours ramener le problème aux limites de telle sorte que les deux fonctions limites sur les deux 
cyclides z>0 (soit v-v;) et z<0 (soit v--vo) soient symétrique (de méme valeur) ou anti-symétrique 
(de valeur opposée). Faisons une supposition supplémentaire sur la condition aux limites, soit 
qu'elle soit de parité positive par rapport à K(a) : 


f'Qk(a)-u)- (и) e у QK(a)-u)- f (и) 


Cette condition semble réalisée lorsque la fonction limite est constante sur chaque surface des 
cyclides opposés : 


T(a,v) = T(u,v) =V, ou Tuv), = -T (mv), =V, 


Dans le premier cas la fonction voit sa dérivée première s'annuler en u=K(œ), tandis que dans le 
second cas la fonction doit s'annuler u-K(a). Mais le développement en série de fonctions propres 
se fait pas sur la valeur de la fonction limite que divise le terme de séparation. Et comme 
RQK(a)— uv)» R(u,v), la décomposition symétrique doit se faire sur les deux expressions : 


gius fa) ¿ ги 


Les deux jeux de fonctions de Lamé-Wangerin représente un système orthogonal complet de 
fonctions propres pour le problème aux limites homogène correspondant en u. 


Pour être plus précis, évoquons des conditions aux limites modifiées quelconques g`(u) et g (u), qui 
par convention sont formellement liées par les égalités g*(-u)=g (u), g'(u)-g (-u) et la périodicité 4K, 
g'(u+4K(a))=g'(u), g (u+4K(a))=g (u), méme si le domaine и est seulement restreint à des valeurs 
positives entre 0 et 2K(a). On peut toujours construire un jeu de 4 conditions aux limites (se 
ramenant finalement à 2 car deux sont disqualifiées), qui par principe de superposition 
reconstruisent les conditions aux limites originales, qui chacune présente les propriétés 
demandées sur 0 et K(a), les connectant aux 2 types de fonctions de Lamé-Wangerin : 


= g,(0)=0 Dä u)- g;(u) g;QK(a)- и)= е›(и) 


js a a OG) нуға (u)- a GK()-n) сее) 


exu 

eil 2 GK(a) 
2 

(и) £ 0-8 01а) n-e (и) в CHA) p a (a) $ Il ai 


= g,(0)=0 ga u)- g. (u) g,QK(a)- u)» -g,(u) 


+0 g,(-u)= (и) g;(2K(a)- u)=-g,(u) 


= s,(0)= 


On voit que les conditions aux limites g; et gs sont disqualifiées car ne respectant pas l'annulation 
en 0. 


ао l)e CE) g'(u)=g,(u) Z (и)=-в.(и) PN 


g,(u)= 4 
= g,(0)=0 e;( u)- (и) e;QK(a)- u)- в, (и) 


sind HE CRU) ale (и) s к(а) и) gt 


= g,(0)=0 ga u)- galu) g,QK(a)- u)- -g.(u) 


u)- gu) š (u)- (и) ә E) (u,a) 


Et par composition g'(u)- g,(u)+g,(u) g (u)- (и) (и)  g'(u)= et g (u)- 


La prise en compte de la condition aux limites symétrique conduit aux expressions suivantes : 


y vi 1 сп(и,а Maly. B)+dn(u,a) _ S(u,v) cK S(u,v,) 21 +B Ros 
el, DO Wei KREE d oa COS Y Tua) E a)r 
2K(a) l | | | SE 2K(a) l l | SS 
эй | nl so ses AC RE Rs dee S(2K(a)- mÉ — 
21 7 ^0 0 2K(a) 2 21-1 7 ^0 0 2K(a) 2 
| du (Elua) [ du (Ela) 


La prise en compte de la condition aux limites anti-symétrique conduit en réalité aux même 
expressions, car c'est la parité négative de la fonction en v qui remplit la condition aux limites anti- 
symétrique. Les solutions des deux problèmes électrostatiques sont donc les suivantes , pour le 
premier problème symétrique et de potentiel constant : 


T(u.v), .,, - Т(ду) =V,  S(uv)- [ese dn(u,a) 


2K(a) " 2K(a) Өз 
"al d | Ja) "al | а) 


2 S(u.v) SQK(a)- u,v) S(u.v,) S(2K(a)- u,v) 2 
2K(a) 2 2K(a) 1 
(al 0а) KSE 


0 0 2 
1+2h, 
CETTE) 

АЕ Ë [u,a 2) | 


| ESCH | 
š Но 2. SE = m) 


2 zl 0 
В, | y, 


[2400 


T(u,v)=V,S(1,v) X 


I=1 


v<0 T(u,v)=T(u,v) 


EE m EH 
+B, FU (ua? ) 


1 1+2h 131 
2 Но A TFI m) 


Pour le second probléme anti-symétrique et de potentiel constant sur chaque hémi-cyclide : 


Thu), =V, T(u,v) _ =-V, sa r) [Beth irat 


it ud. > 1 И 1( 1 1 " 
| зру E ) EE mo (u.d) 
к(а) 


СЕ) Е) 


напб| Dae ЕЕ «n 
Ay F (u.a? ) 
2 1 7+2h, (1-1) +202 533 
st p) е HeunG, B T: quib (v. p) 
T(u,v)- V,S(u,v)—— У v<0 T(u,v)=-T(u,-v) 


sn(v,, B ) T 


nem A 742h, +20 53 3 22 
+B Fio 2 Da ы SE 
21-1 1 и, а 


3 Нат Tate E m 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problème symétrique sur les deux 
iso-surfaces v=vo et v--v,, Vo < K(6) : 


T T T T T T T т т T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problème anti-symétrique sur les 
deux iso-surfaces v=v et v--vo, Vo < K(6) : 


T T T т т T T T T T T T T т т T т т т т T T T T T T T T T T T 


En dernier lieu je donne quelques valeurs propres h pour les deux jeux de fonctions propres paires 
et impaires de Lamé-Wangerin, pour a?=0.5 : 


h3-([0.11066429609296245, 4.418311565887712, 14.466996314463554, 
30.2579177313319, 51.79101113669149, 79.06626824562575, 
112.08368691483317, 150.843266384395, 195.34500632876174, 
245.58890658936892, 301.5749670814159, 363.30318775619355, 
430.77356858409377, 503.9861095462795, 582.9408106303, 
667.6376718276522, 758.0766931323716, 854.257874540184, 
956.1812160479434] 


h3.17(1.54763400991164, 8.724861409969822, 21.64468435202877, 
40.30669371725933, 64.71086941568036, 94.85720744830357, 
130.74570657560153, 172.37636630954617, 219.74918642597441, 
272.8641668100944, 331.7213073981391, 396.32060815236935, 
466.66206904929436, 542.745690073664, 624.5714712152292, 
712.1394124668903, 805.4495138236125, 904.501775281736, 
1009.2961968385457} 


Système Flat-Ring n°15 de W.Miller, Jr dans < Symmetry and separation of variables > page 210 et 


suivantes (également dissertation de Lijuan Bi 2018, < Internal and External Harmonic Functions in 
Elat-Ring Coordinates >) 


4 


Lijuan Bi dans une dissertation de 2018 < Internal and External Harmonic Functions in Flat-Ring 
Coordinates >, traite du problëme des harmoniques dans un systëme de coordonnées orthogonales 
« Flat-Ring > (n°15 de W.Miller, Jr dans < Symmetry and separation of variables > page 210) 
donné par la paramétrisation suivante : 


Modification de notation par rapport à Lijuan Bi : (р, u)2 (An) 


C. Si ala =A 
- oslo) МА ing) 2 1 о, [Чч ) "— 
[7299 77 727 34 ME. ы L | T 
ds - AE? o, =0, =l 
a š a-l 


Dans un plan méridien (p,z), on écrit : 


Yo nr |(n-aa-4)_y E 
Р, Ted a(a-1) Ty d a-lY a a a 


2 2 
nÀ ET l o оү =o, =l 
= == nA Jü-n(-2) 
| k. a-l Va À re ‚ 


Et la convention des signes de o; et o; se fait selon les choix suivants : 


p>0 z»0 p«z«y 2o,-1 о, =1 
p>0 z«0 p'«z«y!2o,-1 о, =-1 
p>0 z»0 р’+2 >’ >09 =- о, =1 


р>0 z«0 p'«z»y =- o,--1 


Les iso-courbes orthogonales dans le plan méridien (iso-surfaces en 3D obtenues par rotation 
autour de l'axe z) de ce système de coordonnées sont caractérisées par les équations implicites 
suivantes : 


2 22 ру? 2,242! 1 4222 
(rrr (r-r) дуг а (p 3 7 | Je = , E. 2 vis =0 
À 2-1 4-а а 
1<4 
pezepodeez-n] ar PEIE ++} (ноут) 1472. 
n 1-1 n-a n 1-7 a a-n 
a 


La forme dîtes transcendantale de ce système de coordonnées est introduite par Miller, comme 
suit : 
І I a va | 
Ja ^ dad B dei P 
1-g-cen(ü,a) et 1-A- en (a) 
n= (fa) et A-sw(9,a)S а-п 


а= gett Sollen 
a 


sva) d — a (F a) 


деж B= ik) et uel02K(x)] 
V є[К(а), K(a)-4ik(B)) 2 = K(a)-iv et vel04K(B)] ou ує[-2К(8)2К(В)| 


Alors la paramétrisation s'écrit par évidence comme suit (on remarque que les coefficients o et o; 
peuvent s'intégrer dans une des fonctions elliptiques de Jacobi dans la mesure oü cette derniére 
change de signe) : 


Jy x idn(ii, a Wal ,œ) 
r p 


г=@ (Д.а), nna) 


Étant donné que les variables < tildés > sont d'expression complexe, passons comme je le suggëre 
aux variables < non tildés >. Pour cela on dispose des expressions suivantes : 


ок) су ока 050 = anu + ik(p) a) = RE) 
a sn(u,a) ia sn(u,a) isn(u,a) 
| 2 .sn(v, В) * сп(у,а)ап(у,а) ú сп(у,а) : ; or 
Ded) sn(K(a)- y,a) isa Ora) (a) MC 
. 1 SE B sn(y,a )dn(y, a) ENE B sn(y,a) | I. sn(v, В) 
сп(їу,а) ESCH et 4сп(К(а)+ у,а) ао) ауа) = lcen(K(a)+iv,a)=-iB ЕВ 
via) div. B) _ Bdüva) | В äu a) 050) 
dn(iv,a)= 020) ап(К(а)+ y,a) оа) ае) dn(K(a)+iv,a)= В апу. B) 
On obtient donc la paramétrisation suivante finalement assez simple : 
ч rues idn(u+iK(B)a)dn(K(a)+iv,a)_ y en(u,a}en(v, В) 
2 r d Br r sn(u,a)dn(v, В) 
r=a sn(u+iK(B)a)s(K(a)+iv,a)+Z en(u+ik(B) akn(k(a)+iv,a)= U d'a), B) 
B sn(u,a dn(v, В) 


= sn(u,œ)dn(v, В) х= cn(u, a }en(v, В) 


> 1-dn(u,a)sn(v, В) 1- dr(u,a bi, В) 
uel0,2K(a)] = vel0,4K(8)] ou ve[-2K(8)2K(8)) ou у=|-К(В)ЗК(В] ou vel-3K(9).K(5)] 


Les iso-courbes du plan méridien sont les suivantes : 


Si l Е _ _dn(u,œ) n(ü,a)= ena) 
PUE en(f,a)= ia ne а) GE 
"EU 2 v. о, f ~ о 
REES of a)- ip dn(v, В) inia) B КОО? 


, (o «z-yf 42у? 
dn*(u,a) сп? (р,а) 

a о d (el а? 4z2y2 
В (В) В ex'(v. p) 


lei 2 +J Josi | 4222 20 
sn (a) cn (ia) dn (ii,a) 
(+22 у?) (роо ут) m 47292 P 
sn (V,a) cn (V,a) dn (v ,a) 


Le lien des premiers paramètres (n,À) avec (u,v) est établit comme suit : 


sn(f,a)= ) mit. а) = EE et À = sn [p,a)= 


1 
а sn(u, a dn(v, f asn’ (u,a) dn? (v, B) 


1 
avec 1<4< 


— <] <œ 
а 


Caractérisation des iso-courbes sur le plan méridien 


2, 22 28 2,2 
hop alles yanan] = СЕ 


| (о-у) а? Ae 
В зт(у, В)  B°cn(v,8) 


Isov(p?,2?,v)=(p? ez.) d 


Les iso-courbes u=Cste 


Ces courbes intersectent le plan équatorial (2=0) aux valeurs suivantes de p : 


1- dn(u,a) "a 1+ dn(u,a) 
1+ dn(u,a) ` V1l-dn(u,a) 


Ces courbes devraient intersecter l'axe z (р=0) aux valeurs suivantes de z° : 


ке yen (ua + ати, оз) 24n (u.a) 2p dn(u,a)sn*(u.,a)) 
a*cn*(u,a)sn*(u,a) 

A yen (u.a + dn (u,a))- 24n (u.a) 28 dn(u,a)sn*(u,œ)) 
acn’ (u,a)sn (u,a) 


Il est aisé de s'apercevoir que pour toutes les valeurs de а appartenant à [0,1] les valeurs des deux 
fonctions sont strictement négative. Il n'y a donc point d'intersection avec l'axe z. 


II n'y a pas d'autres positions extrémales en p autre que celles liées à l'intersection avec le plan 
équatorial (z-0) en effet l'exploration des solutions de l'équation différentielle donne une résultat 
négatif pour le carré de z, il ne peut rester que la solution z =0 : 


Ô 
Z=z' => — Isou\p?,Z,u)=0= р? = 
= uo^,z,u)- 02 p? =-y P 


n 
а? sn'(u,a) 
0 Ө, > y) а (и,а)+ 51? (и,а) 
= =| = = 
p-p ` aë soup, z ul 0545р 2 ча) 
Z pee ња) 
а? sn'lu,a) 


Les iso-courbes v=Cste 


Ces courbes sont censées intersecter le plan équatorial (2=0) aux valeurs suivantes de p : 


1- В sn(v, B) 


ои p=ty |——— 


1+8 sn(v, В) 


Toutefois la valeur р=+у =й ue ne peut être atteinte. Il suffit pour cela de revenir à aux 
1+ f 5пу, В 


expressions initiales des variables du plan méridien : 


1-dn(u,a)sn(v, В) 1-dn(u,œ)sn(v, 8) 


Pour ипе iso – ѕигјасеу si ous Ka) por DL. BM 


L'axe z (р=0) est intersecté aux positions suivantes : 


p-y 


_ 1+ salv, B) _ 1+sn(v, В) E _ I е 
ES спу, B) A 1-sn(v, В) de ( 2sn(v, B)+ В sn (v.5)) 


Toutefois la valeur ;2 t dech B)+ Bsh p) n'est pas atteinte car en revenant aux 
dn'tv, В | | 


expressions initiales des variables du plan méridien, il vient : 


_ „ sn(u,a)dn(v.B) `. страну, B) 
1-dn(u, a )sn[v, B) 1-dn(u,a)sn(v, В) 
cn(v, B) 1+snlv, В 


Pour uneiso -surfacev si p=0>u=0>z=y = 


1-sn(v, B) E 1- sn(v, В) 


Les extrémales en p sont atteintes aux valeurs suivantes de p et z : 


dn(v, B) 


Маз?) Вт, В) 
cn(v, B š 


а сту, B)dn(v, В) 


II est alors facile de déterminer la limite de convexité/concavité des iso-courbes, qui est atteinte 
: . р 3 à : 
lorsque z s'annule, soit pour "asi (v, B) = f'en'(v, В), ЧЧ! correspond aux 2 valeurs suivantes : 


p= +Z et 
a 


— 


sn(v,B)=B? ou EE 


La deuxiéme valeur ne pouvant étre atteinte, il reste la limite : 


sn(v, B)= +В Эу = sn (B, В) 
Si v» sn (B, p )2 Iso- courbe v = сѕіе concave 


Si v« sn (B, B) lso—-courbe v —cste convexe 


Le cercle de rayon y est-il une iso-courbe ? 


La réponse est claire : oui pour la valeur v =0. En effet voyons le comportement des variables p et z 
lorsque v tend vers O : 


MT TET, 
1- dn(u, a }sn(v, B) 1- dn(u,a }sn(v, B) 
v—0=p=ysnfu,a) 2=успіш,а) p «z =}? 


On peut également le déduire de l'équation de l'iso-surface pour lequel le seul terme qui doit 
s'annuler faute d'étre infini est le suivant : 


1 (r-r) а? dein? 
D shp) E or B) 


у>05 Isov(p?,z?,v)=œ sauf si pP +z? -y = 0 


Isov(p°,2°,v)=(p° A +7 f _ 


Les iso-courbes limites sur le plan méridien 


On a vu que pour v->0, l'iso-surface tend vers la sphère de rayon v. D'après les formules de passage 
des paramètres cyclidiques au plan méridien : 


_ „ _sn(u,œa)dn(v.B) `. cn(u,a)en(v. p) 


1-dn(u,a)sn(v, В) 1-dn(u,a)sn(v, B) 


Lorsque v->+K(6) ou v->-K(6), alors : 


lk 20а) у tama) pE ; 


Il 
c 


1-@ (ма) (аа) 1-8” 


v=-K(8) a sn(u,œ) 1- dn(u,a) [ = 2=0 


PT cana) HESE — 1+8 


Les deux iso-surfaces se réduisent donc lorsque v->+K(6) au plan équatorial troué par un disque de 


rayon „ 1+8 et dans le cas v->-K(6) à un disque plat sur le plan équatorial de rayon y 1-8 
1- p 1+ 8 


Pour les trois valeurs de и, alors il vient : 
1+sn(v, В 
1- sn(v, В) 


u-2K(a)2p-0 | z--y E Lanz Axe z«0 
1-sn(v, В) 


dnv,B) _ ës 22 nm $29 
1- В sn(v, В) | 


[0 o|- Axe z>0 


и=05р=0 zzy 


D C m 


rayon intérieur y | —— 


Disque sur le plan équatorial — 
rayon extérieur y | —— 


Je résumerais avec les graphes suivants, la caractérisation des iso-courbes sur le plan méridien , 


dont voici une iso-courbe u-Cste. 


obiDN ,, a? + JacobiSNu. a? Jacobien hse?) 


ырмјр, Assen si JacobiCN € 


a } 
a JacobiSN[u, а?) а JacobiSN[g. a?) 


а JacobiSN[u, a?) а JacobiSN|y, a?) 


-decobiDN[y, а2] 
* 
Í 


1-JacdbiDN(p, а2) 


Ж 
V 1 +JacbbiDN[u. el 


deet, 2 enee a2 JacobiCN[y, a? 


JacobiDN|y. a2 +JacobiSN[u. а2Ё eebe a2) 


ү 
а JacobiSN[u, а? | a JacobiSf a2) 


ut = . 
a JacobiSN[u, а? | а JacobiSNLyr/4 


Une iso-courbe v=Cste de forme concave : 


1+JacobiSN[v, 82 ] 
d JacobiCN|v. 8? ] 


emm gi, temen P Pe d. 


Teen s) œ — мощ, s] даввыюм 2] 


офыізму, 8? - 82 Jacobicn[v, SCH 
cobicN|v. 82] JacobiDN(v. 82] 


NL LL ef semen. 82 P - 82 Jacobicnv, ET 


а JacobiCNv. 82] а JacopicN[v, 82] JacobiDN|v, 82] 


Et une iso-courbe v=Cste de forme convexe : 


1+JacobiSN|v, 8“ 


| 


| JacobiCN[v. 82] 


[1-8 JacobiSN|v. 


\ 


Г. 1+JacobisN[v, 82] 


Y 
JacobiCN|v, 82 


Passaqe des coordonnées cyclidiques aux coordonnées cartésiennes 


La formule du passage des coordonnées du systëme 15 de W.Miller vers les coordonnées 
cartésiennes : 
_ зда) eant. 
=7 TE 
1- dn(u, a )sn[v, B) 1-dn(u,a)sn(v, В) 
uel02K(a)] et velo4K(8)) ou vel-2K(8),2K(f)] 


N'est pas univoque, pour s'en convaincre il suffit de remarquer que les valeurs des fonctions 
elliptiques de Jacobi par le changement u«-»2K(a)- и: 


Laisse invariant p et inter-change z en -z. Donc avec le choix "* [0,2K(a)] e = vel2k(p)2k(p J, 
les deux iso-courbes u et 2K(a)- u sont identiques. 


En accord avec Lijuan Bi (voir 2.2.2 « Second variant of transcendental flat-ring coordinates », 2018 
Internal and External Harmonic Functions in Flat-Ring Coordinates) , le paramétrage suivant assure 
le caractére univoque du passage de cordonnées : 


Domaine (p. z) Domaine и Domaine у | 
z»0 et p^«zi«y! [0, K(a)] [- «(g)0] 
z«0 et р’+27<у? [K(a)2K(a) [-K(B)0] 
z»0 et p'+2' >y? [0, К(о)] In viel 
z«0 et p«z»y [Kle)2K(e) [0,К(8)| | 


D D D © 


Graphe de contour des valeurs deu < Second variant of transcendental flat-ring coordinates > 


Graphe de contour des valeurs de v < Second variant of transcendental flat-ring coordinates > 


Trois iso-surfaces v=Cste, l'une concave en forme de cacahuétes, la deuxième à la limite 
convexe/concave, la troisième sous forme de disque aplati : 


x 
d 


Voici l'illustration concrëte du paramétrage de l'iso-surface v=Cste : 


Zone bleue : 2 

Zone jaune : u=2xla)- 34) et ує|-к(в)0] 
TRO et ve[0,K(f)] 

Zone rouge : 2 

Zone Venes 5 ei 0. KG) e velke) 


J'aborderais les autres variants de domaine des paramètres dans le paragraphe consacré à 
l'inversion du système de coordonnées, passage entre les paramètres cartésiens et < cylidiques >. 


Détermination de la fonction de révolution 


Pour déterminer la fonction de révolution, écrivons la paramétrisation comme suit : 


Е sn(u,a)dn(v, BX1+an(u,a)sn(v,B)) = _ en(u,a entv, BY1+ dl u.a leie, В)) 
y 1- d (u,a)sn (v, B) y 1- dn (u,a)sn (v. B) 
)sn(v, Bent, B) , sn(u.,œ)dn(u,œ)sn(v, B)dn(v, В) + ien[u,a елу, В) 
y 1- dn (u,a)sn (v, B) 1- 41? (пап (v, В) 
ыр 


=зп(и +iv,a)+i cn(u +iv,a)> ztip- -ilp +iz)= DEn +iv,a)-isn(u +iv,a))- ylen(u +iv,a)+isn(u riv.a)) 


=> zZ +i p= y(en[u -iv,a)+isn(u -iv,a))- y[en[u +iv,a)-isn(u +iv,a)) 


Cette fonction de révolution vérifie l'équation différentielle non linéaire de Renée Lagrange avec les 
paramètres suivants : 


ç =p-iv 
dec) ` 4 3 2 AON _ _ Œ 4 a. 2 ka 
Ka =a f*'(6)+b f'(6)+e s*(6)+d бе (Ze жолу а + 
а 22 с E 1 e= mE b-0 4=0 

4y 2 4 


Pour une fonction de révolution de la forme : 


&-u-iv (С) = сп(б,а)+іѕп(с,о) 
[LL] аас) Scheff ei 


dc 4 


Si la fonction de révolution s'écrit comme suit, l'équation de Lagrange a également les mémes 
coefficients : 
б=и+їу (С) = v(en(c.a)isn(.a)) 


(XO) =- Z г-ро 


La détermination de la fonction de révolution est un moyen commode de décrire l'inversion du 
système de coordonnées. 


Inversion du système de coordonnées Flat-Ring n°15 de W. « Miller 


G=u+iv Р) £775 = sn а) cnlg,a)= sale a)i Sisa) => fs sa) = 7) ma) 
— sn(£,a)+ f ?(Ç ) =-1 => ѕп(с,а сода СИ = eni 1+ (2) a |= s" y? +(o+iz) 5 
2 f(&)sn(c. ole f*(£)e 19 sn(Ç ol afe) 74 | 572) J E22 ) 


Ou bien f(c)- sn(£,o)-i cn(£,æ)= J1- en? (С, м) - ien(£, o) 
= Gr(c)- ien. a)f -1-en'(C.a)- f" (6 )- en (С.а) 2ien( ell 


ео | EP =(P) ЗС -(о+і2) a) 


2f(£) Set? 27*(o+iz) ' 
Cela donne les deux formules d'inversion suivantes sur le plan méridien (p,z) : 


2 . 2 
y! *(p*iz) a) 


2y (o +i z) ' 


и+їу ==" | 


ou 


2 „№ 
Y (os iz) a) 


RM = 
u+iv=cn | ЕЕ} š 


La première formule d'inversion décrit les domaines des paramètres aux valeurs suivantes : 


Domaine (o.z) Domaine u Domaine v 
) Ex(s)ol 
p z<0 e p'«z«y' ([0,К(а)] Joie 
р z>0 et p' +z > y [0, K (a )| [0,k(B)] 

(a)] — EG] 


р z»0 et p'+z <у? lo, к(а 


р 2<0 et р+2?>у? [0, K 


Ce qui se traduit par le graphe de contour de la variable и: 


Et pour le graphe de contour de la variable v : 


J'appellerais cette paramétrisation le 4ème variant. Ce quatrième variant de paramétrisation 
établit donc une bijection entre le demi plan méridien p>0 (retranché du plan équatorial z=0) et le 
domaine des valeurs de (v). Soit une bijection de : 


(u,v)e[o. ies: К(В8),К(8)] <>0.={(р,=) р>0}-(р,0)} 


La seconde formule d'inversion correspond au choix réalisé par Lijuan Bi dans le < second variant of 
transcendantal flat-ring coordinates > décrit en page 15 de son mémoire, à savoir plus précisément 
par simulation numérique sous Mathematica : 


u = reler (ete) 


2 st 12) Domaine (р,=) Domaine и Domaine v 
229) pour р * 0 2>0 et p +z <у? [0, gie) [— К(8),0] 


2 (p+iz p ) 
is p z«0 e gez «y Kaze Eral 
ЗС 2 pour p=0 et z>0 p z>0 et p'+z'>7? [0, K (.)] [o, К(8)] 
HZ р z<0 e р?+2?>у? [K(a)2K(a)] [0,К(8)] 
2 2 
"=m (5 “| pour p=0 et z<0 
iy z 


Le second variant de paramétrisation établit donc une bijection entre le demi plan méridien p>0 


(retranché du segment et du demi-axe o, dÉ ДЕ: H 1+8 = ) et le domaine des valeurs 
б V1+8 1- B? 


de (u,v). Soit une bijection de : 


(u.v)elo 2 Go] E к(), (в) TE al Weg pelor = е 


Le premier variant de paramétrisation décrit par Lijuan Bi en pages 14 et 15 de son mémoire 
correspond aux domaines de valeurs suivants : 


"M 2_(p+iz) 
AT Ref [ ees Domaine (р,2) Domaine и Domaine v 
зы р z>0 et p°+z <y? [0,К (<) [- «(g).0] 
У = infor У ell pour 2>0 ep z«0 et р?+2? «y? [0,K(a)] [2k(0)3K(p)| 
TE р z»0 et р?+2>у? (|0, К(а) [0, К(8)] 
«cake ma 2 AE „| pour 250 LP z<0 e p'*z»y Wiel [к(в)2к(8)] 
y \р+12 


Le graphe de contour du paramètre и : 


Le graphe de contour du paramètre v : 


Le premier variant de paramétrisation établit donc une bijection entre le demi plan méridien p>0 
(retranché du demi-axe ре Le EI ) et le domaine des valeurs de (u,v). Soit une bijection de : 


(a.v) e ке к()зк (и) cfa det pelo =z] 


Le troisième variant de paramétrisation décrit par Lijuan Bi décrit en page 23 de son mémoire 
correspond aux domaines suivants de valeurs des paramètres : 


» zi Y! -(p+izY 
ека [ 2y (p+iz) “| Domaine (p,z) Domaine и Domaine v 
E p z>0 et p'+2<y [0,К(а)| [- K(8)0] 
ен pour z»0 &|p z«0 e р?+2<у? = [0,K(a)] —[-2K(8)-K(B)] 
4 geg? z>0 et paz»y |0, к(а) [o, K(p)| 
2 “| 2K(B) pour z<0 p z<0 et ора нух [0, gie) [-3K (B). 2K (8)] 
2y (p iz) 


Le graphe de contour du paramètre и : 


Le graphe de contour du paramètre v : 


Le troisième variant de paramétrisation établit donc une bijection entre le demi plan méridien p>0 


(retranché du demi-axe 1-8 œ | ) et le domaine des valeurs de (u,v). Soit une bijection 
pe BU 
+ 


de : 


(u.v) ео, к(а seis K(6)] 0-а) р-р epe 


Remarque : je pense qu'il s'est glissé une petite erreur dans le document de Lijuan Bi à la page 16 
sur le domaine Q3. 


РА 


Equivalence du système Flat-Ring n°15 de WMiller avec le système Flat-Ring de Р Мооп et 
DE Spencer 


Tout comme pour les systèmes Bi-Cyclide (n°14 de WMiller), il y a équivalence entre les systèmes 
Flat-Ring. Pour le montrer il suffit d'utiliser les expressions déjà utilisées pour le système n°14. 
Auparavant j'ai donné la forme de la fonction de révolution du système n°14, comme suit : 


z+ix=cn(u-iv,a)+isn(u-iv,a)=-i(-sn(u-iv,a)+ien(u-iv,a)) 
Dans les calculs effectués pour l'équivalence du système n°14 de WMiller, la formule suivante est 


valable "sn(v iu (а), B)+i en(v zm "lol B)= са [ O rte t Transformons cette 
+a +a 


expression comme suit : 


Ç =v+iu-iK(a)=> sn, B)» i спі, B) = La (n, ЧК te) 
> sn(6,a)+i en(Ç ol Р (н Е 0) 


2 14 f 
молвы) [E Pag. AUS E) 


On arrive donc à la forme suivante de la fonction de révolution : 


z+ix=i(-snfu-iv,a)+ien(u-iv,a))=i elt pe) А) 


Ce qui est exactement la forme de la fonction de révolution du système Flat-Ring de Moon et 
z+ix=yisn(i-iv,à) 
Spencer, à savoir : v 1- 
E 
2 1+8 


dies sta EE 


R-Séparabilité de l'équation de Laplace 


Remarque : la fonction de révolution ne possède pas la propriété miroir de la plupart des fonctions 
de révolution utilisé dans les autres systèmes de coordonnées orthogonales, à savoir : (c)- flo): 


En effet : C=u+iv f(6)=z+ip=yen(6,œ)+isn(6,œ)= (eng ,a)- isn(z ‚о) 
> /@)= Des a)-isn(é, a))= ylen, a)+isn(, a )) # se) > AOE- y? 


Voici la recette pour trouver les équations R-séparées de l'équation de Laplace d'aprés la fonction 
de révolution (dans le cas oü cette fonction n'a pas la propriété miroir) et la fonction de 
séparation : 


[duFi(u) lav Fs (v) f(u *iv)- f(u iv) 


avec p= > 
i 


Supposons R(u,v) telle que pR°(u,v) =e 
Par intégration calcul de F(u) et F,(v) 
2 2 
A Ô [o AT : 
- 75 = zi) zt) avec “ш (22) = f'(u+iv)f{u+iv) 
p ди ду 
ere 
(7 (u+iv)- en < 


LAGI UD flan - bau) dée 809, (део 


Supposons que 


u)+ x. (v) 


Alors 


Ici la fonction de séparation est canonique : 
sn(u. a an(v, B) 
1— dn(u, ox )sn(v, В) 


1 jl-dn(u, ; г) dv F, (v 
А) | M Comme ` el (е! RO) 213 F(u)=0 et Е,(у)=0 


pR (u,v)=1— R(uv)= | = Comme p(uv)-y 
p(u,v) 


Il reste à prouver que : 


fS'(u+iv)f'(u+iv) dons І 
(flu+iv)-flu+iv) ` "ale zl: Р dn'(v,B) sn°(u, 3 


On sait que : 


C =u+iv  f(C)»yen(C a) isn(c, a)- y{en(g, a)-isnlÇ,œ)) 
(CE re) = „(спіс а)- спс, a)- i(sn(c, a)+ піс а) 
f'(O= an(c a) kal? o )-isn(Z,œ))=-idn(Z,œ )f (6) 
Г) ) => Li a )-i sn(Ç а ета) + isng о) о S'(6)F ) = del o ane а) ©) 
= FEVE) =. дате m (cn, a)-isn(c. "a a)+isn(£,æ)) 
(п) re) (опа) спс ,œ)=i(sn(Ç ,œ)+ nlt. o) 


De plus : 


sn(u +iv,a)= 
en(u,a kaf, B)-isn(u,a )dn[u,a )sn(v, B an(v, В) 

1 ап? (и,а )sn° (v, 
dn(u,a)dn(v, B)en(v, B) - ia? sn(u,a en(u, a }sn(v, В) 


cn(u- iv,a)- 


dn(u+iv,a)= 


En injectant tout cela dans Mathematica et en secouant bien fort, on obtient une expression 
particulièrement simple en faisant jouer les identités entre les 3 fonctions de Jacobi sn,cn et dn : 


xfi der 
SET) Z _ asn?’ (и.о) dn? (v, p) _ | p _ 1 )> x (u) = 4 sn*(u,œ) 
(f(c)- Л) 4sn*(u,a)dn*(v,B)  4\dn°(v,B) 5п?(и,а) _1_ о? 
0) оту) 


Les équations séparées s'écrivent alors : 


zo 1) = A нодо 


ди 4) sn°(u,@) 


En revenant aux paramètres « tildés » tels qu'introduit par W.Miller et Lijuan Bi, sachant que : 


ü-u-iK(B) et  V=K(a)+iv 
1 
а sn(u,a) 


si(i,a)- et — sn(,a)- 


dn(v, B) 
Il vient exactement deux équations différentielles de Lamé : 


днд) 
oj? 


= [la x(e cto! ве) 0 


+ (e + о 5л (п,о))н(д)= 0 


1 1 
Posons кет== т -2=к(к+1) = 


Problème électrostatique sur l'iso-surface u=uo_sans dépendance azimutale 


Soit à trouver la répartition du potentiel électrostatique lorsque ce dernier est donné par une 
fonctions f(v) sur l'iso-surface u=uo : 


н) б сау CL „с, 


и 20 d a” lov)=0 ауес vel-K(B)3K(B) 


Qv 4 dn°(v,B) 
T(uv o), =f(v.@) = T(u,v.@)= Baal? H, „(и )Ө,„(у)Ф„(ф) 


1—dn(u,a)sn(v, В) 


1 
Т кз с 


Avec Ф(ф)= Со5(т(ф-Ф,)) meN 


Sans dépendance azimutale, seule la valeur m=0 est retenue et la solution recherchée est de la 
forme : 


A A fa ! ime AUD o avec ие, 4 | Ho « K(a) 
a pria esposan a nas 


Tuv), , = ir) Тб) = äis D (o) RI T ы) 


sn(u,a)dn(v, В) 


La deuxième équation en v est un problème de Sturm-Liouville, pour lequel les fonctions doivent 
posséder une périodicité 2K(6) ou 4K(6). Il s'agit des fonctions de Lamé de période imaginaire dont 
la description est décrite dans la section consacrée aux fonctions de Lamé. Plus précisément on 
construit les fonctions périodiques sur le paramétre 6 : 
Ec (v. B?) Ec (v. B?) 
2 2 
Es""(y, B?) Ез? [v, В?) 
2 


2. 


Mais avec des valeurs propres h obtenues transformées comme suit A--1/4-h. Comme je travaille 


avec l'argument V =K(a)+iv il est facile de montrer que les solutions sont alors légèrement 
modifiées sous la forme : 
Ec’ (K(B)-v.B*) | Ec (K(8)-v.p?) 
2 2 
Es" "(K(B)-v. p?) Es" (K(B)-v. p) 


2 2 


On va donc partir du tableau des 4 fonctions de Lamé périodiques sous la forme donnée par Erdelyi 
et le NIST : (dans les notations originales v=m-1/2, m=0-> v=-1/2, lire aussi k=a, et substitution de a 


par 6): 


Fonctions de 
Lamé 
périodiques 
Notation NIST 


Type de développement et formule dans le 
livre « A.Erdélyi.H.Bateman, HIGHER 
TRANSCENDENTAL FUNCTIONS VOL Ill, Lamé- 
Heun Functions, chapitre XV, section 15.5.1», 
Repris dans  « NIST Handbook of 
Mathematical Functions, chapitre 29, Lamé- 
Functions ». 


Récurrence avec a 


Récurrence avec 6 


Normalisation 


B, - Qp«2Y (i-o) 


v, =-H29+4) 0-а) 


2 


2 В oi = 22 pour ped [a =0 PNE ME: 
Ec" Р а Ес? А Esce d 4” pow p n" n ) pour -ip > +24 = 
^ 02 2 p-l ря 2 p = 2 pA 
> p° š i SE a? pour p>l SE (i-a?) pour р>1 pom 
2 2 2 2 A y 0 
1 3Ÿ 5 2 2? 
B,-ApQ-e) у, (>) a| |B,-Apüse) 7, = (2-3 (I-a?) Set 
" a? у a? poo Dm 5 a ME 5 2 3f peo , 
sch eere (o. Sacred = 7 eA Za: 
: ( 2E T o. = 
B, = 2-—-a^ pour p=0 в. unde pour р=0 pon 
| (p+1}(2-a°) pour p21 ' (2p+ 1 (ia) pour p21 гра >0 
2 p- 
1 1.3 1 1 А 
Y, = (2-3) o y, = (2-3) (-о?) 
2 2 = 1 5Y , 5 К pee 5 
e) ЕН) ОУ QE эе e È Bani =1 
2 p=0 p=0 
B,= 2-Za? pour p=0 Е vuU pour р=0 poo 
I 2p+1)(2-a°) pour р>1 - (p+1}{1+a°) pour р>1 2 p+), >0 
1 И а? 2-45-00 
zc A a y, 102 :) (I-a?) 
ES а? 2d oi e | ED T\ a - l[5 7 (i= 2) Ув 224 
E p Es ï z, p => B, Sin((2p+2)p) a, => Pty] ма Pt, a Zo ien 
2 p=0 К 
2 p=% 


Les valeurs propres de la matrice calculées avec la récurrence 6 sont alors changées comme suit : 


Valeur propre h Matrice tri — diagonale м{+ La, ) (0,8, )( Ly, } 


> À = 


la) 


Pour la fonction en u, il s'agit d'un développement de Frobënius de l'équation de Lamé autour du 
point singulier infini. On peut l'écrire à l'aide des fonctions de Heun : 


eH 1 1 
HB eae fadt avc pell et H(0)=0 


ed SE ata 1. ua) Ai Э X Ar (1.0) 


16a? ?4 yu э? 
Л Ach д 2и 7 а at вм d 
SS | d - H, L SE (u,a ) 
Рои" H(u,)=1 H(K(a))=0= H(u)- sn(u, a @ 
alen) НТ 
Hel id 2 1, sn? (us, a) 
16a "AT 47 27 


La construction proprement dites de la solution se fait par le principe de superposition. On peut 
toujours ramener le problème aux limites de telle sorte que la fonction limite (en z) sur les deux 
hémi-cyclides z>0 et z<0 soit paire ou impaire (en z). Or le passage entre les deux hémi-cyclide, se 


fait par l'opération : Y © 2K (8)-v . Cela donne donc deux types de conditions aux limites : 
г) 070) (в)-и) e л) (70) £QGK()-v) 


Cette condition est réalisée lorsque Іа fonction limite est constante sur chaque surface des cyclides 


z V, z>0O 
opposées 0 
pposées inluv), „=V, ou Zich, JD. 724 
fonctions propres se fait sur la valeur de la fonction limite que divise le terme de séparation. Et 
comme  R(u,2K(B)-v)=R(u,v), la décomposition impaire s'avère nulle sur la fonction limite : 


Or le développement en série de 


6) d Pour être plus précis, on peut toujours construire un jeu de 4 conditions aux limites 
os 
qui par principe de superposition reconstruisent la condition aux limites originale et qui chacune 
présente les propriétés demandées sur l'intervalle [-2K(8), 2K(8)], les connectant aux 4 types de 
fonctions de Lamé : 
в  20)+82K(8)-v)+8(v)+g(v-2K(8)) | 

4 = @,(v)= Ес" (у, p) 
= g,(-v)= gv) e, QK(B)-v)- g(-v) E 
j- g(v)+g(2K(8)-v)-g(=v)-g(v -2K(B)) 


gv 4 => @,(v)= Ec" (v, p) 
= g(-v)=-g,() e;QK(B)- v)- 8, (- у) 2 


eh SS 
= g,(-v)=g;() g,(2X(B —v)=-g,(v) ES 
gv)- g(v)- gQK(B)-v)- gv) (и -2K(8)) 


4 
= g,(-v)=-2,(v) g(2K(B)-v)=-g,(v) 2 


Et par composition g(v)= g,(v)+ g,(v)+ g,(v)+g,(v) ` g(v)= 


Sur un intervalle [-K(6), 3K(8)] (issue du changement de variable V <? K(B)-v) la décomposition 
est presque identique : 


Sq ә — Met кк B)-v.f) 

g (v) = £62- sto) rs v)-siv -2K(8) о (,)- sc K(B)-v.p) 
OE gt): sQKU)-v)- sv) sie -2K0) a f) IE (8)-v.B) 
z (= 802-80 Баасы -2K(8) okt Es (K(B)-v. В) 


Les 4 fonctions périodiques représentent un système orthogonal complet de fonctions propres pour 
le problème aux limites homogène correspondant en v. En revanche, dans les deux problèmes qui 
nous occupe, le terme de séparation n'est pas invariant par la transformation v < -v. Pour le 
probléme symétrique par rapport au plan équatorial : 


g (V) = СУ) әбу) - gc (K(8)-v. B) 


Tac = Y g,(v)=0 
Her ae) 260-89) ед.) riit 
ga(v)=0 


Et pour le problème anti-symétrique par rapport au plan équatorial : 


g(v)=0 
DEE Bee _ g (V) = #®Э ЕС”) ai век). p) 
= = в6)--вок(в)-у) | 07 
gel в) өзи) = Es (K(8)-v. B) 


2 


Dans le probléme aux limites l'intégration sur l'intervalle [-K(8),3K(8)] est équivalente à 4 fois celle 
sur l'intervalle [0,K(8)]. Dans ces conditions la prise en compte de la condition aux limites paire 
conduit aux expressions suivantes : 


Thav), =й, =T(u,v i ek =V, R(u,v = L-dn(u, a )sn(v, )_ S(u,v ) 


B S(u,v) KA й 21-1 d z 
su(u,a nv, p) nl "m ~ Mu Ec (К(8) vB) Ba Es" (К(8) v.p) zh 


i 1 21-1 
n T VU) 


Ge 


By, =V. sn(u, a ) 


3K(B) 2 
" DE 


Et celle de la condition aux limites impaire conduit qux expressions suivantes : 


Tal. z = i i 0 R(u,v)- E ; 2. je T > T(u,.v) E 2 А ок ( FK ,B)+B Es", (К т) =V, 
K(B) 1 1 Gi + Kp y l "i у 
"m a à | dv ds xc (K(8) 8 D 2 = | d d (К) ‚В) 
211 ^ 0 0? DI 2 21 ft vg 2 
| dv ETS 2 [ dv ET DE 


La solution du problème électrostatique symétrique à potentiel constant est la suivante : 


Tv), =Twv),.„ =V, ` Saak 1-а.) т) рок) 


=» dn(v, f) 
K(B) К(В) 
1 1 201 | 1 І | 27 
dv | Ес B)-v.p dv Es”, (K(B)-v, 
A | 5 my qu) E 0 В, = | 2\ Slm) S(u,-v)) 5 i | 
2(1-1) ei 2 21-1 3K(f) 2 
Ge COE ) » [А " 2 
А 3 -К(в) 2 
HeunG, L вы ш js Le 55 n'(u,a) 
X) a 16а 44 2 
bc: (К(8) У, ) 1 1422-44 13 | 
2 пон) 2? 2 280 35 ï sla) 
1=+0 а 16а 4 4 2” 
ња) то) Е 
Iz 1 la -4A; 4.1 3 
tine 1 , 16a? ppm n (u, d 


B. ЕК à 
+ В, у si (8)-v е 1 1+02-44,, 1 3,1 sn: (uya) 
Ve. бб Аар 


La solution du problëme électrostatique anti-symétrique а potentiel constant est la suivante : 


av), Tv), =V, З) ЧИЇ p(uv)=T(u2K(8)-v) 


Б ау, В) 
к(в) K(f) 
1 1 1 1 1 1 
dv I Ec" (K(B)-v, B dv | Je K(B)-v, 
- Asi a К МЕ 5a.) va Ж, 
SR WÉI 2 A K(g) i 
| vin 2l- "(K (в)- d | dv TUE | 
0 2 0 2 
2 
| а Es 1 SE ; sn ina) 
р а а 
Au Fe ne) І 14242-44 E 1 | 
2 21-1 2 
| m 5 ;=,=>,l,=;sn ба) 
<Ка) тии eu. UTE 
à | E m 1 1 02-44, 1 


+ В, Es” (K(B)-v, В) 
М Stesel 215-41 m 
Па?’ "4747727 0° 


Et voici le graphe de contour sur le plan méridien de la solution du problème symétrique sur l'iso- 
surface u= uo-2K(a)/3 pour Vo=1 et a”=0.9 : 


10 F 


Ainsi que le graphe de contour sur le plan méridien de la solution du problème anti-symétrique sur 
l'iso-surface u= uo-2K(a)/3 pour Vo=1 et а?=0.9 : 


Problème électrostatique sur l'iso-surface v=v,_ sans dépendance azimutale 


Soit à trouver la répartition du potentiel électrostatique lorsque ce dernier est donné par une 
fonctions f(u) sur les iso-surfaces v=vo : vo € [-K(6),+K(6)]. 


ZK), E d 1 нидо avec ие |0,2К(о)] 


ди 4 ) sn'(u,a) 
eov), | h4 |» basse avec velv,,K(B)] 
T(uv o), = fuso) = Т(и,у,ф)= Bar Herber 


1-dn(u,a)sn(v, В) 


nol 
R(u,v) P sn(u, o kat, B) 


Avec Ф(ф)= Cos(m(p—-9,) meN 


Sans dépendance azimutale, seule la valeur m=0 est retenue et la solution recherchée est de la 
forme : 


д zu. 
d cun 


SEN zs a? 
ду? 4 ап?(у, В) 


тиу), = f Qu) T(u.v)- ënn Qe) К(и,у)= E 


\нш) =0 avec ue [0,2K(œ)] 


jo)-o avec v elu. K(g)] 


Les fonctions propres du probléme au limites de Sturm-Liouville liées à l'équation différentielle en u 
sont des fonctions de Lamé-Wangerin décrites dans le cours de A.Erdeliy et H.Bateman « HIGHER 
TRANSCENDENTAL FUNCTIONS VOL Ш Chapitre XV Lamé-Heun-Functions >. Il s'agit de trouver une 
solution de l'équation de Lamé par le changement de variable z=x+iK(6), les fonctions construites 
ont les expressions suivantes avec les deux problémes de Sturm-Liouville correspondants : 


asa remus PO-0 à гл 7 
KD 242 pe) ү e et y(K(a))=0 => E" (x,a) 


v+2r+1 


v+2r+1 
r=+œ r=+œ — dn(x a) 2 
Е А ges sn(x,a) J A É Й J 
) > r ) > y. 


1+dn(x,a c "(+ dn(x,a) 
v+2r+2 v+2r+#l 
F2" (x a)= en(z,a) Y` Bez s гоа] YB, E=) ° _ mensa) [i ee) Q 
7-0 + dn(x,a)) sn(x ,a) < 1+dn(x,œ) 1+dn(x,œ) 0 1+ дп(х,а) 
21 21+1 
Condition de Lamé Wangerin a = SES continue en x = 0 
Avec т=0 et х=џ, alors le paramètre v=-1/2, et cela donne : 
(mona) VER Die 
r 377 25| sn(u,a 2 = S A 1-dn(u,a)) ^ 
^E Le > "\1+ап(и,о) 
EN Á si m 4r+3 RN 4г+1 
PPO T 2 enia) - „аур (re) i - gela), ra) | 
5 = (1+ и(и,а)” 909) = + dn(u,a +dn(u,a) = + dn(u, 0 


La récurrence des coefficients du développement de ces fonctions est la suivante (formules 15 et 
16, chapitre XV, < HIGHER TRANSCENDENTAL FUNCTIONS VOL III >) : 


E H -(v +1Y(2-a2))4, + Qv 3)? 4, = 0 
Qr- Ж. a? A, (н (и +12) ET) GEET 


g (H - (v +2Y(2-a?))B8, +(2v +3)a?B, =0 


Qr Xv +r +1)a? оо, (2-2), +(r+12v «2r 3a? B, =0 


Н =2h- v(v 4 1)a 


Soit pour v=m-1/2=-1/2, soit т=0 : 


4 2 
(2r-1)r-2)a24,., {+ É x) (2 lh areas, =0 


2 
4,=0 [z — zen 
A 


2 


B,-0 D 20 erla -2a?B, =0 
l 3 ? 
Qr (re ka, [n É | >) (2 lb caer, =0 


Quelles sont les propriétés de parité des fonctions de Lamé-Wangerin ainsi construite sur [0,2К(а)] : 


4r+1 4r+3 


Filma) а с9а) ` Eich: TER S p [Ie i 


3 c  \1+dn(u,a) ES sn(u,a) & "\1+ап(и,а) 


F°” (и,а)= Ё. (и+2К(0),о) 


Nous avons: ? E = F” (2К(а)- u,a)= F” (2К(а)+ и,а)= F” (u,a): [а fonction est 
FY(-u,a)= Ei (ma) E 3 3 
2 2 


donc de parité positive en O et en K(a). Pour ce qui est de la fonction impaire : 


Fait (u+4K(a}a)= Fa) (а) = Ёа) = F'PQue2K(a)a)- FP (ua) Fi QK(2)- ua) FA (usa) 
E > E E > 3 E E 

La fonction impaire est donc de parité négative en K(a). Je résume par ce tableau les propriétés de 

ces deux fonctions : 


Е (и+2К(а)а)= (а) Fiua)=Fi(ua) = FTQK(a)- n,a)= Ра (и,а) 
2 


2 2 2 2 2 


21 (0,а)=0  FY'(K(a)a)=0 
2 2 


F (и+2К(а)а)= F (ma) FC u,a)=-F 1 (aa) = FPQK(a)- u a)= -F7 (ua) 


2 P 2 2 2 2 


Pour l'équation en v, complémentaire du problème aux limites, il s'agit d'un développement de 
Fróbenius autour du point singulier 1 . Il y a un moyen très simple de l'étudier en partant de 
l'équation en v par un changement de variable adéquat : 


zol) | пт E avec velv,,K(p)| 


ду? 


7 = к(в) v= 20. vu Iwer sier as TRANS] 


А (o Е 1) -h- B'sn' (V, eier): о 


OV 


Par ce changement de variable on retrouve l'équation de Lamé classique (substitution de a en 6, 
m=0 et h par -h-1/4), et un développement de Frobenius autour du point 0. Je donne ici le résultat 
du développement, sa récurrence et le développement perturbatif qui permet d'appréhender les 
deux types de solution sur des iso-surfaces concave ou convexe : 


9, (0)=0 er 8,(0)-0 e Ok 


п=+® 


Heun af; Nr ET. n (K ES 2 Asi (Кв), 


2 
eh Kl] а зоо = њо 
D АТТ e Г 

Неи nG, 7> DATA 55 Lu fl Y A sr" (K -v B) 

B 168274 47272 = 
L L 2 

ПРЕСИ q -lelg Seen (1+8(2n-1)(n-1))B24, , 

8 8(n+1)2n+1) 


vo» [sea at eet r= L ite = ego HEBEL igi 


sei bs. 2 87 déch, B) ` с M] 
v, S0 "TIE d Lk Ja Tail inl- хуй Jk- ТЕЬ „АМ та ij | 


9, (0)=0 er 6,(0)*0 er Ont 


v(k(g)- знак 2, 4(1+ p EEEN Hb) wi Gi XT xj 
_ В 16 ‘4422 : L 
кык 1 41+p*)+4h+1.3 3.3 1 = 
wills ne. 165" Pur sn |) vn -vob "ei sn” Lu B) 


ga p Вин, от из), би зв, 
VERE 24 a d 


">0 10,(0)=0 е Ө,(0)=0 e @,v)-1 £= d gy КЕ 


velr,K(B)] et dou > | m Adi WP) C ` Sinh(K(8)-v. Ni 
E alex. = s, B jat P kis, b A A x) Ni ы n ex cols |- саті т: 


(+e g (K(8)-v.K(8)- 


| 


Tout comme la transformation v<2K(B)-v, inverse la coordonnées z, la transformation 


u<2K(a)-u fait de même. On peut tirer profit de cette constatation pour établir la construction 
de la solution par le principe de superposition. On peut toujours ramener le problème aux limites 
de telle sorte que la fonction limite sur les deux hémi-cyclides z>0 et z<0 soient paire ou impaire. La 
parité en z se traduit sur la variable u par la parité par rapport à K(a) : 


f'Qk(a)-u)- (и) ou = f (2K(@)-u)=-f (u) 


Cette condition de pariété + ou - semble réalisée lorsque la fonction limite est constante sur chaque 
surface des hémi-cyclides opposés : 
Tv (a) =T(u, у); у ои Т(и,у)у- = 


(а), 2к(а e[0,K (a ) a 


-T(u.v J ec = V, 


«К (a )2K(« )] 


Dans le premier cas la fonction voit sa dérivée premiére s'annuler en u-K(a), tandis que dans le 
second cas la fonction doit s'annuler u-K(a). Le développement en série de fonctions propres se fait 
sur la valeur de la fonction limite que divise le terme de séparation. Cela tombe bien le terme de 
séparation est une fonction paire en u-K(a), soit R(2K(a)- и,у)= R(u,v) la décomposition est 


restreinte à la fonction limite originale : f (ш) et f (a). Les deux jeux de fonctions de Lamé- 
Wangerin représente un systéme orthogonal complet de fonctions propres pour le probléme aux 
limites homogéne correspondant en u. La décomposition des fonctions limites se présente comme 
suit : 


f'(u)- 2 LP, 


)= T tal > SH 


La prise en compte de la condition aux limites symétrique conduit aux expressions suivantes : 


f(u)+ fGK(a)- и) F? (и, a) 


ша) 


f (u 


2 


u _ A-dn(usajsntv, B) _ S(u,v) А, S(u,v,) E E _ 
=V, R(u,v) sn(u,œ anv, B) Jat. p) => T(u,v,) Ja B) > A eeh: (u,a) =V, 


pu ща 
р) n) 


K(a) и. 2 
| du Le) 
2 


0 


B,,-0 


La prise en compte de la condition aux limites impaire conduit aux expressions suivantes : 


b 1-dn(u,a)sn(v, 8) _ (у) 
sn(u,a)dn(v. B) Janv, В) 


Les solutions des deux problèmes électrostatiques sont donc les suivantes, pour le premier 
problëme symétrique et de potentiel constant : 


K(a) 
1 
Чи Fus) 
1-dn(u,œ)sn(v, В) | S(u.v,) 5 
T у=у, = = = 
usv], у =T(u, DE xla) V, S(u,v) эл(д,о) А„=Ў, ji Ë Г ) 
du FN (u,a) 
0 
1 4h,+11111 
H 21 2 = 
div, Bytes cl Ä 168° PPP” (K (p) 2) 


T(u,v)=T(2K(a)- u,v) 


Auf ma | 


1 4h,+11111 
UE) 


À=h+ SE gl, x, )= vis Peres Ph b) LANG Toni 23 Ji xà) Ji X J: 5A Мт). || 


Fro PTS COS 5 Jost it d 
Три) = Suv) du(v, В J die? үг 50 d RH 


Pour le second problème anti-symétrique et de potentiel constant sur chaque hémi-cyclide : 


ES > 1-dn[u,a ту, В A S(u,v,.) — 
DEN Ip (шу), {рды ^ S(u.v )= sn(u,a ) = By =V, KG) [ | И | 2 
du | EI" pa) 
0 
На] 1. 44+ 8+4 13331 3i 2 
2 1240s 3m nist egi 351 , 
y, 20 T(u, v)= V,S(u,v ) БАМ „Ва бй) ү; . Jr (u.a 2) p CH 1793 T{u,v)=-T(2K(a)-u,v) 
cn(v Bat p)^ 2 HeunG, E kat) чо shva p) 
0 H y 168° 544729 0* 


T(u,v)=V,S(u,v)* 


n Dich, p) <š 1721-1 а? зки) p " " T 
Р [ (u, rl eee) .K(B) E 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problème symétrique sur l'iso- 
surface concave v=v,= K(6)/2 et o?=0.9 : 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du probléme anti-symétrique sur 
l'iso-surface concave v=vo= K(6)/2 et о?=0.9 : 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problème symétrique sur l'iso- 
surface convexe v=v,=-K(8)/2 et а?=0.9 : 


Et voici le graphe du profil électrostatique sur le plan méridien du problème anti-symétrique sur 
l'iso-surface convexe v=vo=-K(6)/2 et а?=0.9: 


